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Esercizio 1. Verificare che ’anello 2Z15 non & unitario, ma il suo sottoanello
4212 lo e.

Soluzione. 2Zi, = {0,27476,87T0}. Verifichiamo che nessuno degli ele-
menti di 2715 & un’unitd. Chiaramente 0-Z = 0 per ogni T € 27Z1o; per gli altri
elementi si ha:

, 4 non sono unita;

=2
= 6,

10-2 = 8 = 10 non & unita.

1
8 non sono unita;

Sia ora 47,5 = {6, 4, g}. Verifichiamo che 4 ¢ I'unitd di 4Z;5:
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Dunque 4715 ¢ unitario e la sua unita & 4.

Esercizio 2. Sia d € Z. Mostrare che l'insieme:
ZVd) = {a—&—b\/g\a,be Z}

¢ un sottoanello di C.

Soluzione. Dobbiamo verificare che Z[v/d] & un sottogruppo (abeliano) di
C, chiuso rispetto al prodotto e con unita.
Siano x := a + vdb e y := a’ + V/dV' due elementi di Z[v/d]. Risulta:

z—y=(a+Vdb) — (a' +Vdb') = (a —a') +Vd(b—V) € Z]Vd]
z-y=(a+Vdb) (a' +Vdb') = (ad’ — dbb') + Vd(ab' + a'b) € Z[Vd).

Inoltre 1 =14 0-+/d € Z[V/d] e Z[/d] & un sottoanello di C.
Esercizio 3. Determinare il gruppo degli elementi invertibili di Z[i] e Z[iv/3].

Soluzione. Dal precedente esercizio sappiamo che Z[\/&] ¢ un sottoanello
del campo C, quindi ogni elemento di Z[v/d] ha un inverso in C. Gli elementi
invertibili di Z[v/d] saranno tutti e soli gli = a + v/db € Z[V/d] tali che 2~ €
Z[Vd] (dove z~! € C).

Denotiamo con 7 il coniugato di z. Allora:



Sia d = —1, si verifica facilmente che azaﬁ e ﬁ sono interi se e soltanto se
a=+1leb=0oppure a =0eb=+1. Glielementi invertibili di Z[i] sono
quindi 4:

1, —1, 4, —i.

Allo stesso modo si verifica che ﬁ e ﬂ% sono entrambi interi se e solo se
a=41eb=0. Quindi gli elementi invertibili di Z[iv/3] sono 1 e —1.

Esercizio 4. Si considerino in Z[i] gli ideali I := (14 3i) e J = (3 — 3i).
Determinare gli ideali I + J e I N J.

Soluzione. Facciamo vedere che I'ideale I+ J € principale generato da 14-:.
Osserviamo che (1 +¢) divide (1 + 37) e (3 — 3i) in Z[i], pit precisamente si ha:

o (1+43i)=(2+14)(1+1);
o (3—3i)=—3i(1+1).

Inoltre (1 +4) = (14 3i)(1 —2i) + (—1 —4)(3 — 3i) e dunque (1 +4) € I + J.
Sia ora x € I+ J, facciamo vedere che © = (a+1i03)(1+41%) per qualche «, 3 € Z[i]:

= (a+ib)(1+3i) + (a’ +b")(3 — 3i) = (1 + i) [(2+ i)(a + ib) — 3i(a’ +ib)].
L’ideale I N J & generato da 9 — 3i (verificare).

Esercizio 5. Sia S un insieme e P(S) il suo insieme delle parti. Sia X C S.
Verificare che P(X) = XP(S) ¢ un ideale di P(S). (Si ricordi che (P(S),A,N)
¢ un anello commutativo e con unita 5).

Soluzione. P(X)={A|ACX}={BNX|BCS}=XP(S).
11 fatto che (P(X), A) sia un sottogruppo abeliano di (P(S), A) segue facilmente
dalla definizione di A e si ha:

- Elemento neutro § € P(X): AAD = (AUD)\ (ANO) = A per ogni A € P(X);
- Opposto di A € P(X) & A stesso: AAA=(AUA)\ (ANA)=0.

Dobbiamo far vedere che per ogni B € P(S) si ha BP(X) C P(X).
BP(X)={BnNA; VA€ P(X)}; ed essendo BNA C X per ogni A € P(X) si
ha che BP(X) C P(X).

Esercizio 6. Verificare che le seguenti applicazioni sono omomorfismi di anelli
e determinarne nucleo ed immagine.

(a) ¢ : Z[X] = Z; f(X)— f(0);
(b

) ¢ Z[X] — Zn; f(X) = f(0);

(€) ¢ ZIX] = Zy[X]; Y aiX' = F @G X"
(d) ¢»:QIX] = C; f(X) — f(i);

(e) ¢: QIX] = R; f(X)— f(V2).

Soluzione. La verifica che si tratti in effetti di omomorfismi & semplice.

(a) kerp = (X), Imp = Z;



(b) kery = (n, X), Imep = Zy;
() kerg = (n), Tmp = Z,,[X];
(d) kerp = (X2 +1), Imyp = C;
(e) kerp = (X2 —2), Imp =R



