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Esercizio 1. Mostrare che il gruppo diedrale D,, & isomorfo al prodotto semi-
diretto di Zs e Z,,.

Soluz10ne Siano ¢ una riflessione e p la rotazione di 27, allora Zy = (o) e
Z, = (p). E subito visto che Zs e Z, verificano le seguenti COIldlZlOIllZ

(a) Z2,Zy, < Dy, e Zyp, & normale in D,,.
(b) Dy = ZoZn,

(¢) ZeNZy = {id}.

Dunque D,, = Zo U, Zy,.

Esercizio 2. Sia G un gruppo abeliano.

(a) Dimostrare che gli elementi di ordine finito di G formano un sottogruppo
(detto sottogruppo di torsione di G).

(b) Trovare il sottogruppo di torsione di (R*,-), (C*,) e (Z12 X Z,+).
Soluzione.

(a) Sia H il sottoinsieme di G composto dagli elementi di ordine finito. E noto
che Va € G ord(a) = ord(a™!), dunque a € H <= a~' € H. Chiaramente
e € H. Siano a,b € H, n := ord(a) e m := ord(b), si ha:

(ab)mn — amnbmn — (an)m(bnl)n — enzen — e;
ovvero ab € H.

(b) Si verifica facilmente che i sottogruppi di torsione richiesti sono, nell’ordine:
2k 2k
(1,-11, {cos (”) +isin (”) VneN, kefo,....,n— 1}} . T
n n

Esercizio 3. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione n con base {ey, ..., e, }.
Sia .S, il gruppo simmetrico su n elementi.

Si consideri I'applicazione x : S, x V. — V definita nel seguente modo: se
v=MAer+- -+ e, e 0 €5, allora:

oO*xV = )\160(1) +.. .)\nea(n).
(a) Provare che x ¢ un’azione di S,, sull’insieme V.

(b) Sianon =4, v:=e1 + e+ ez + e4, w := €1 + e3.



i. Determinare (1342) x v, (1432) x w, (312) x v, (412) x w, (14)(32) x v,
(14) * w.

ii. Determinare 1'orbita e lo stabilizzatore di v e w.

iii. Stabilire se lo stabilizzatore di w ¢ normale in Sy.
Soluzione.

(a) Sia v = )\1@1 + -4 )\nen, allora id x v = Aleid(l) + -+ )‘”eld(n) = .
Siano o1 e 05 € Sy;

(02 o Ul) * U= )\1 €(o2001)(1) + -+ Ane(agoal)(n) =
= 09 % ()\1601(1) + -4 )\negl(n)) = 09 % (01 * U).

(b) i. Siverifica facilmente che oxv = v per ogni o € Sy. (1432)xw = e+ ey4;
(412) x w = ex + e3; (14) x w = e3 + e4.

ii. O(v) = {v}; O(w) ={e +ejli,j=1,2,3,4; i # j }. Gli stabilizzatori
sono invece dati da: St, = Sy, mentre St,, = {id, (13), (24), (13)(24)}.
ili. Sia 0 := (123) € Sy4. Siha oo (13) oo™t = (12) & Sty e dunque St

non ¢ normale in Sy.

Esercizio 4. Sia (G, ) un gruppo finito. Sia n € N> tale che per ogni z,y € G
si abbia:
(%) (zy)" = z™y".
Siano G, :={x € Glz" =e} e G" :={z" |z € G }.
(a) Verificare che G,, e G™ sono sottogruppi di G.

(b) Stabilire se G,, e G™ sono normali.

(¢) Sia ¢ : G — G, v —— z". Dimostrare che ¢ ¢ un omomorfismo e
determinarne nucleo e immagine.

(d) Cosa si puo dedurre dal punto c?
Soluzione.

(a) Chiaramente e € G™ ed e € G,,. Le altre verifiche sono semplici tenendo
presente la condizione (x).

(b) Siano g € G e z € Gy, (9297 € G,, < (grg~")" = e. Poiché vale (x),
(grg= )" = g"2"g~" = e e dunque G,, & normale.
Sia ora x € G™, di nuovo G™ & normale se e solo se grg~! € G™ per ogni
g € G. Sia z = t" un elemento di G, allora (gtg~!)" = gt"g~! = grg~' €
G" e dunque anche G™ & normale.

mn

(c) Il fatto che ¢ sia un omomorfismo segue da (x). ker(p) = G, e Im(p) = G™.
(d) Applicando il Teorema di Omomorfismo si deduce che G/G,, = G™.



