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1. Mostrare che

β :=
√

3 + 2
√

2 ∈ Z[
√

2].

Verificare, inoltre, se β è invertibile, riducibile, irriducibile o primo.

Nota: il primo punto dell’esercizio è tratto dal libro di testo “Nuovi elementi
di matematica per il biennio del liceo scientifico”.

2. Sia A :=
{
n
2α
|n ∈ Z, α ∈ N

}
. Dopo aver verificato che A è un anello, dimo-

strare che il suo campo dei quozienti è Q†.

3. Siano D un dominio a fattorizzazione unica ed α ∈ D un elemento non nullo
e non invertibile. Supponendo che

α = pe11 · · · pess
sia la fattorizzazione in primi di α, si dimostri che l’anello quoziente A := D

(α)

ammette elementi nilpotenti non banali (i.e. Nil(A) 6= (0)) se e solo se
esiste i ∈ {1, . . . , s} tale che ei ≥ 2 ‡.

4. Sia

A :=

{(
a b
0 c

)
| a, b, c ∈ Z

}
.

- Si dimostri che A è un sottoanello di M2(Z)§.

- Dato n ≥ 2, sia

I :=

{(
a b
0 c

)
| a, b, c ∈ nZ

}
:

mostrare che I è un ideale bilatero di A. Verificare, inoltre, che non esiste
alcun omomorfismo di anelli ϕ : A→ Zn × Zn × Zn il cui nucleo sia I.

5. Si consideri l’ideale (X) in Z[X]: si dica se (X) è un ideale primo o massimale.
Si dimostri, inoltre, che

- (X) è un ideale primo di A[X] se e solo se A è un dominio,

- (X) è un ideale massimale di A[X] se e solo se A è un campo.

Suggerimento: sfruttare l’omomorfismo di anelli ϕ : A[X]→ A, f(X) 7→ f(0).

†Esercizio tratto dal testo di esonero dell’anno accademico 2009/2010.
‡Questo esercizio è una generalizzazione del p.to 4 nel tutorato 6.
§L’anello delle matrici quadrate 2× 2 a coefficienti in Z.


