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1. Siano [ e J due ideali di un anello commutativo A. Dimostrare che:

- IJ, I+ JelnNnJ sono ideali di A4;

I1JCInJ,;
(ITUJ)={>ai+pjla,fe€Aiel,je J}¢&un ideale;
I+J={UJ);

sel+J=AalloralJ=1INJ.

2. Si considerino in (Z,+, -) gli insiemi nZ := (n) = {nz|z € Z} :

- dimostrare che nZ ¢ un ideale ¥n € Z e che (n) = (—n);
- determinare (14) N (4), (2) N (7),(2) + (4), (2) + (7), (2)(7), (7) + (4).

3. Un elemento a di un anello si dice “idempotente” se a®> = a. Siano R un anello
commutativo unitario ed a € R. Mostrare che:

se a ¢ nilpotente, allora a ¢ uno zero-divisore;

- se a e idempotente, allora 1 — a ¢ idempotente;

- se a ¢ idempotente e a # 1, allora a ¢ uno zero-divisore;

- se a # 0 e a e nilpotente, allora a non ¢ idempotente;

- se a e uno zero-divisore, allora ab ¢ uno zero-divisore Vb € R;

- se a, b sono nilpotenti, allora a 4+ b ¢ nilpotente;

- se a e nilpotente, allora ab e nilpotente, per ogni b € R,

- se u € R ¢ invertibile e a e nilpotente, allora u + ab ¢ invertibile, per ogni

be R.

Dedurne che:
- Nil(R) := {elementi nilpotenti di R} ¢ un ideale;
- Z(R) := {zerodivisori di R} non ¢ un ideale.

4. Sian > 2en = pi'...p% la sua fattorizzazione in numeri primi. Mostrare
che [al],, € Z,, & nilpotente se e soltanto se p; ... ps divide a.



5. Si considerino in (Z,+,-) gli insiemi (3) := {3z |z € Z}, (7) := {7Th|h € Z},
9):={9l|l e Z}, (21):={21f|f € Z}.

Verificare se gli insiemi descritti sono ideali di Z.

Stabilire quali di essi sono ideali primi.
Stabilire quali di essi sono ideali massimali.
Determinare (21) N (9), (3) N (7), (3) + (9), (3) + (7).

Descrivere i relativi quozienti determinandone le proprieta: dire se sono
domini, campi o se contengono divisori dello zero.

Calcolare la caratteristica di ogni anello quoziente e descriverne gli ideali.



