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Esercizio 1. Sia n un intero positivo. Determinare il centro dei seguenti gruppi:

va Sna ATL

Soluzione: Il gruppo Z, ¢ abeliano e dunque Z(Z,) = Z,, per ogni n. Lo
stesso vale per S, con n = 2, e per A,, con n < 3.

Facciamo vedere che per n > 3, si ha Z(S,) = {id}. Poiché n > 3, S,, =
S(X) dove X ha almeno 3 elementi. E sufficiente far vedere che preso comunque
un elemento o di S, diverso dall’identita, esiste almeno un elemento 7 € S,, con
cui 0 non commuta. Sia dunque o # id, allora esistono almeno 2 elementi di X
mossi da o, ovvero a,b € X tali che o(a) =b e o(b) # b. Supponiamo o(b) = a
esia ¢ € X, ¢ # a,b, allora si verifica facilmente che ¢ non commuta con la
permutazione 7 = (abe), infatti:

(co7)(a) = o(b) =a+#c=1(b) = (ro0)(a).

Analogamente, se o(b) = ¢ # a, allora o non commuta con 7 = (ab), infatti:

(0o7)(a) =0(b) =c#a=7(b) = (ro0)(a).

Dunque, in ogni caso, esiste almeno una permutazione 7 che non commuta con
oe Z(S,) = {id}.

Per n > 4, utilizzando un ragionamento analogo, si dimostra che anche il
centro di A,, ¢ banale.

Esercizio 2. Siano (G,x*) un gruppo e (G',+’) un gruppo abeliano. Si denoti
con Hom(G, G’) 'insieme degli omomorfismi da G in G’.

(a) Dimostrare che Hom(G,G’) ¢ un gruppo (abeliano) rispetto alla somma
puntuale:

(D + V) (z) := (x) " V(x), ®, ¥ € Hom(G, G").

(b) Dimostrare che Hom(Z12,Z5) ¢ costituito dal solo omomorfismo banale.
(¢) Scrivere esplicitamente gli elementi di Hom(Zy5,Z3).

(d) Determinare il numero di elementi di Hom(Z,,, Z,,) in funzione di m ed n.
Stabilire poi quanti di essi sono iniettivi e quanti suriettivi.



(a)

Soluzione:

Siano ® e ¥ € Hom(G, G’'), facciamo vedere che ® + ¥ € Hom(G, G').

(@ + V) (zxy)=P(zxy)* U(rxy) =
— () ' By) ¥ W) # B(y) =
=®(z) ¥ WU(x) ' O(y) ¥ U(y) = (2 + ¥)(z) ¥ (D + ¥)(y).

Dunque ® + ¥ € Hom(G, G'). Non ¢ difficile poi dimostrare che:

(-) Pelemento neutro di Hom &: ®, : G — G', z +— e, dove e & Ielemento
neutro di G'.

(-) Dato ® € Hom(G,G"), 'inverso di ®, ovvero ® ! & I'elemento di Hom
tale che z +— (®(z)~1). (Far vedere che ®~! € Hom).

Poiché Z,, ¢ ciclico, un omomorfismo ® di Z,, in G ¢ completamente deter-
minato quando si conosce ®(1).

Tutti e soli gli elementi di Hom(Zj5,Z3) sono: ®p(1) = 0, ¢1(1) =1 e
Dy (1) = 2.

Supponiamo esista un elemento non nullo ® € Hom(Z2,Zs), allora ®(1)
genera un sottogruppo (ciclico) di Zs che necessariamente ¢ tutto Zs. Per il
primo teorema di omomorfismo si ha che Z15/ ker(®) & isomorfo al gruppo
ciclico generato da ®(1). Per il Teorema di Lagrange perd tale sottogruppo
di Z5 ha per ordine un divisore di 12, dunque 5 | 12 che & assurdo.

Facciamo vedere che Hom(Z,,, Z,) ha d elementi dove d ¢ il ged(n, m).

Per il primo teorema di omomorfismo, se ® € Hom(Z,,, Z,,), si deve avere
Zy [ ker ® = Im(®), dunque il numero di elementi dell’immagine di ® & un
divisore comune di m ed n. Poiché Z,, e Z,, sono ciclici, essi ammettono
uno ed un solo sottogruppo per ogni divisore dell’ordine, quindi il numero
di scelte per I'immagine di ® e pari al numero di divisori comuni di m ed
n, che sono tanti quanti i divisori di d := ged(m, n).

Sia k := |Im(®)|, ovvero Im(®) = Z, allora tale sottogruppo ha esatta-
mente (k) generatori (dove ¢ & U'indicatore di Eulero) e dunque per ogni
scelta di k, divisore di d, si hanno esattamente (k) omomorfismi aventi per
immagine Zj.

La conclusione ¢ immediata ricordando che d =}, ; (k).

Utilizzando le stesse argomentazioni di sopra, esistono omomorfismi suriet-
tivi se e solo se m divide n e, in tal caso, ce ne sono ¢(m). Si hanno invece
omomorfismi iniettivi se e solo se n divide m e sono in numero di p(n).

Esercizio 3. Sia (G, +) un gruppo abeliano. Mostrare che:

P:GxG — G
(,y) — x—y

¢ un omomorfismo. Calcolare nucleo ed immagine di ®.



Soluzione: Dati comunque (z,y), (u,v) € G x G, si ha:

@((m—i—u,y—&-v)):x—i—u—y—v@

=r—y+u—v= @((m,y)) +<D((U,U)),

dove in (*) si & usato il fatto che G ¢ abeliano.
L’omomorfismo ® ¢& suriettivo, infatti per ogni g € G si ha g = ®((g,0)). Il
nucleo di @ ¢ dato dalle coppie del tipo (g,¢) ed ¢ isomorfo a G.

Esercizio 4. Dato il gruppo (R, +) dimostrare che il quoziente R/Z ¢ isomorfo
al seguente sottogruppo di (C*,-):

H:={zeC" :|z| =1}

Soluzione: Costruiamo un omomorfismo R — C* di nucleo Z e immagine H
ed applicando il primo teorema di omomorfismo si otterra I'isomorfismo cercato.
Sia:

Yv:R — C*
x +— cos(2mx) + isin(27x)
Non e difficile verificare che ¥ & un omomorfismo di gruppi, infatti, ricordando
che il prodotto di due numeri complessi ha per modulo il prodotto dei moduli e
per argomento la somma degli argomenti, si ha:

Y(r +y) = cos(2n(z +y)) +isin(2r(z +y)) =
= (cos(2mz) + isin(2nwx))(cos(2my) + isin(27y)) = ¥ (z)Y(y).

Il nucleo kery = {x € R : cos(2mzx) + isin(2rz) = 1} = Z, 'immagine di ¢ ¢
invece data dai numeri complessi z = p(cos(¥)) + i sin(1))) tali che p = 1, ovvero
i numeri complessi di modulo 1.

Esercizio 5. Sia dato il gruppo (Q, +).
(a) Descrivere il gruppo quoziente Q/Z.
(b) Calcolare I'ordine di 2 + Z.

(c) Stabilire se Q/Z & ciclico.

Soluzione: Sia ¢ € Q, allora ¢ si puo scrivere in modo unico come ¢ =1+ 2
a

con z € Zer =0oppure 0 <r =% < 1eged(a,b) = 1. Siano dunque
g1 =7r1+21€q2=ra+ 22 € Q,si ha:

QW+t Z=@+Lsq—q@els (r1—r2)+(21—2)€ELEr =1
Dunque Q/Z = {r+Z: r =0 oppure 0 <r =% < 1,ged(a,b) = 1}.
Ogni elemento § + Z € Q/Z ha ordine finito, infatti

(% +7)+ b-volte +(% +7)= b% +Ze L.

Poiché Q/Z ha infiniti elementi ed ognuno di essi ha ordine finito, il gruppo non
puo essere ciclico.



Esercizio 6. Esibire un esempio di automorfismo non interno.

Soluzione: Sia G = A4 e si consideri il sottogruppo V4 normale in Ay.
Sia o := (123) € A4 e si denoti con 7, "automorfismo interno di A4 dato dal
coniugio tramite o. La restrizione % := ~, |y, € certamente un automorfismo di
V4, essendo V,; normale in A4. Facciamo vedere che 7 non & 'identita.

Si ha: 7((12)(34)) = (123)(12)(34)(132) = (14)(23), dunque 7 & un auto-
morfismo di V4 che non ¢ interno (V4 ¢ abeliano e ha lidentitd come unico
automorfismo interno).



