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Scopo e titolo del trattato. Le questioni che qui ven-

gono studiate sotto il titolo di « teoria geometrica delle

equazioni e delle funzioni algebriche » hanno formato oggetto
d’un insegnamento, proseguito durante pitt anni all’ Univer-
sitd di Bologna. Il dott. OscAr CuHisiNI che ha raccolto
dapprima quelle lezioni, ha atteso lungamente a svolgerne il
disegno traendone anche occasione a ricerche originali; cosi
il suo lavoro ha costituito la trama del trattato, di cui oggi
offriamo al pubblico il primo volume, frutto di un’intima ed
assidua collaborazione.

Il titolo dell’opera non deve intendersi come promessa
di toccare ad un termine ove abbiano risposta i problemi
pit elevati dalla scienza, ma vuol significare lo spirito gene-
rale e lo scopo delle ricerche rispetto a cui il trattato puo
rignardarsi come introduzione.

A quel modo che la geometria differenziale, i problemi
delle tangenti e delle aree, hanno dato origine ad un Calcolo
infinitesimale, che si svolge di poi in stretta conunessione colle
idee geometriche direttrici, allo stesso modo la geometria
algebrica — ove confluiscono il metodo delle coordinate e
quello delle proiezioni, tutti i diversi ovdini di concetti sug-
geriti dallo studio delle eurve — riesce ormai ad una dottrine
qualitativa delle equazioni e delle funzioni algebriche, che
costituisee il naturale prolungamento dell’ Algebra e che vor-
remmo pur designare con questo nome, superando la signifi-
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cazione piu ristretta che vi attribuiscono gli specialisti. Sif-
fatta dottrina possiede invero la sua base ugualmente negli
algovitmi dell’ Aritmetica e nei principi dell’ Analisi infinite-
simale; anzi lo studio delle singolarita, e in genere delle pro-
prieta differenziali delle curve e delle varieta algebriche, forma
un capitolo di quell’ Analisi, che si maturd6 — com’é noto —
per opera della scuola newtoniana. Ma lo sviluppo ulteriore
della dottrina & dominato dalla veduta sintetica delle funzioni
considerate nella loro integrita, e percio si riattacca natural-
mente al campo delle variabili complesse; del pari a questa
concezione d’insieme si sono andati via via conformando i
metodi geometrici, elaborati durante il secolo decimonouno
sotto I’impulso delle idee direttive di MONGE e di PONCELET.

Purismo e ideale classico del trattato. — Lo sviluppo di
concetti e di metodi diversi, coltivati per lungo tempo come
rami distinti del sapere matematico, la varietd dei linguaggi
che riflette differenti intuizioni, tutta la immane somma degli
acquisti fatti, impone grave carico allo studioso che miri oggi
a far progredire in qualche maniera i problemi attinenti alla
pitt generale considerazione dell’ Algebra.

Non & pilt il tempo in cui possa presumersi di dominare
I’intera materia con una sola veduta, come il trattato di
SALMON volle fare ordinando lo studio delle curve algebriche
sulla base della teoria delle forme invariantive e il CREMONA
movendo da pochi principi sintetici sulle polari. La nostra
epoca ha superato decisamente il purismo delle scuole ana-
litiche e geometriche, traendo da ciascuna gl’istrumenti della
ricerca; il ravvicinamento dei metodi ¢he visponde al pro-
gramma eclettico di CLeBscH, ha segnato un reale e fecondo
progresso.

Tuttavia i criteri scientifici e didattici onde sorse I’ aspi-
razione puristica non hanno perduto il loro valore, sebbene
si esprimano oggi in modi di pensiero meno esclusivi. I’ op-
portunitd del successo euristico, che domina ogni altra consi-
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derazione, pare a non pochi una ragione di compromesso,
sulla quale mal saprebbe fondarsi il trattato organico di un
ramo delle Matematiche; anche perché fra i metodi sopra
accennati ve ne sono alcuni che, ottimamente aiutando alla
scoperta, sembrano rispondere meno bene al rigore della
prova.

Presupposto di tali aspirazioni resta infine ’antico modello
classico del trattato, che si riattacca alla venerabile tradizione
dell’ BuoLipE: l'idea di una scienza razionale logicamente
ordinata come teoria deduttiva, che debba apparire in ogni
sua parte chiusa e perfetta, che, discendendo dai concetti pin
generali alle applicazioni particolari, respinga da sé le incerte
e mutevoli suggestioni del concreto, tutto quanto ricordi il
passato oscuro della ricerca o scopra nuove difficoltd, rom-
pendo I’armonia del sistema.

Ma questo ideale del sistema, che sembra male adattarsi
alla particolare materia delle nostre Lezioni, contrasta d’altra
parte colla generale filosofia della scienza, frutto della critica
moderna. Infatti la critica logica e gnoseologica riesce in
ultima analisi a definire il campo della logica ed a ricono-
scere in ciascuna teoria gli elementi intuitivi di diverso ordine
che le conferiscono significato e valore; infine approfondendo
la veduta della scienza nel suo divenire, codesta critica oltre-
passa 1’opposizione fra metodo deduttivo e metodo induttivo,
giungendo a considerare la deduzione stessa come fase d’un
processo unico, che sale dal particolare al generale per ridi-
scendere al particolare.

Vi & luogo a chiedere se questo concepimento dinamico
del sapere, che ognor piu prende il posto del veechio conce-
pimento statico, non debba comporre in qualche modo anche
I’ antitesi tradizionale fra ricerca ed esposizione sistematica,
e cosl fra scienza e storia della scienza. Chi aceolga un tale
ordine d’idee sard naturalmente condotto ad un nuovo modo
di pensare il trattato, pit viecino alla realtd del progresso
scientifico.



Criteri trattatistici: rigore e generalita. — Anzitutto
giova chiarire che non si vuol togliere al trattato il proprio
:arvattere letterario, che esso deve rimanere esposizione -—
quanto & possibile perfetta — dei risultati conseguiti in un
ordine di problemi, cioé resoconto e sistemazione dello stato
attuale della scienza. Ma, come questo stato viene pensato
qual grado di uno sviluppo, cosi diventa importante di esporre
accanto alla veritd le vie — spesso diverse — che vi eondu-
cono, senza escludere dal confronto dei metodi i procedimenti
parziali o imperfetti, ed anzi col preciso intendimento di cor-
reggerli e chiarirli I’uno coll’altro, facendo risultare quanto
vi sia di manchevole in ogni concezione parziale delle teorie.

Cio non significa punto ehe si voglia far gettito del
rigore matematico, che esprime la suprema esigenza di con-
servazione del nostro sapere; ma al culto del rigore formale
che — affettando di bandire ogni manchevolezza — talora
riesce soltanto a nascondere le vere difficolta o le cause
d’errore, vuolsi sostituire il culto sincero del rigore concepito
come abito di correzione e di critica. Da questo punto di vista
acquistano speciale interesse gli errori storiei, i paradossi, i
sofismi, che spesso hanno segnato la via delle piti importanti
scoperte.

Aunche 1’aspirazione comune alla generalita, compare in
nuova luce secondo i criteri della nostra trattatistica.

Il criterio di ricerca cosi splendidamente fatto valere da
ABEL « porre i problemi nell’aspetto pilt generale per sco-
prirne la vera natura », designava I’indirizzo dell’ Analisi
che vuol liberare la conoscenza dei rapporti qualitativi dalle
complicazioni accidentali dei caleoli, cio¢ appunto quell’indi-
rizzo di cui & massima attuazione la teoria geometrica delle
equazioni e delle funzioni algebriche. i

Ma il precetto delle generalitd ha ricevuto altra inter-
pretazione presso i geometri contemporanei, specialmente nel
nostro paese. Si ¢ eretto a principio di massima che ogni
teorema debba enunciarsi sempre nella forma pitt generale
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di cui & suscettibile, e cioé per n variabili anziché per due
o per tre, e per un qualsivoglia grado in cambio che per i
primi gradi, e cosl di seguito.

Conviene riconoscere che quest’abito ha diminuito 1’ effi-
cacia propulsiva di ottimi maestri, ¢ merita di essere seria-
mente contrastato. Giacché in primo luogo, la forma troppo
astratta dell’enunciato riesce ad oscurare il vero significato

del teorema nascondendone le origini, ed — in secondo
luogo — crea nei giovani studiosi la lusinga delle facili gene-

ralizzazioni, puramente formali.

La storia della scienza ¢’ insegna che altro & 1’ ideale della
generalita nei grandi fattori del progresso matematico; pei
quali il senso vero della conoscenza generale si commisura
al particolare significativo che vi & contenuto. Cosi ad ogni
problema compete in qualeche modo un proprio grado di gene-
ralitd, che & il primo grado in cui il problema stesso rivela
la sua vera natura; ed importa che lo studioso apprenda a
riconoscere come potenzialmente data in questo la generaliz-

zazione ulteriore.

Comprensione storica della scienza. — Una visione dina-
mica della scienza porta naturalmente sul terreno della storia.
La rigida distinzione che si fa di consueto fra scienza e storia
della scienza, & fondata sul coucetto di questa come pura
erudizione letteraria; cosl intesa la storia reca alla teoria un
estrinseco complemento d’informazione cronologica e biblio-
gratica. Ma assai diverso significato ha la comprensione sto-
rica del sapere che mira a scoprire nel possesso 1’acquisto,
e si vale di quello per chiarire il cammino dell’idea, e’
concepisce questo come prolungantesi oltre ogni termine
provvisoriamente raggiunto. Una tale storia diviene parte
integrante della scienza, ed ha posto nell’ esposizione delle
dottrine, per quanto giovi spogliarla — nella misura del possi-
bile — da troppo ingombrante riechezza di citazioni, che
tolga la visione sintetica ddel progresso nelle sue grandi linee.
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Il richiamo al passato non si disgiunge qui dall’ interesse del
presente, che vi attinge solo la visione di una piu larga realta,
e la vivifica ricreando la scoperta.

Uso del trattato. — Il programma che siamo venuti dise-
gnando, conviene ad un’opera ideale ’insegnamento, che
nella pratica pud esplicarsi per gradi, ed in parte con metodo
ciclico, promovendo la partecipazione attiva degli allievi,
a cui la veritdh non deve porgersi come qualcosa di dato,
bensi come meéta da guadagnare da sé. Ma il trattato, che
vuole fissare una tale opera nella forma immobile dello scritto,
urta contro difficoltd che occorre considerare piu da vicino.
Giacché il modo d’esposizione che ci & parso ovviare —
quanto & possibile — a tali difficoltad, mira a contemperarve
le esigenze di diversi lettori, anche principianti, ma chiede
a ciascuno un’intelligenza attiva nell’uso del trattato, quasi
una collaborazione all’ opera.

Anzitutto lo studioso deve prefiggersi chiaramente lo
scopo della lettura: se questo sia di ottenere rapida informa-
zione di certi resultati o metodi, ovvero di approfoundire lo
studio di qualche teoria, lumeggiandola sotto pilt aspetti.
Nel primo caso egli trascorrera senz’altro sulle varie dimo-
strazioni attenendosi alla pilt semplice, che & spesso la veritica
analitica diretta col riferimento ad uno speciale sistema di
coordinate, e — se si tratti d’un principiante — tralascera
gli sviluppi complementari e le note che si riferiscono a
questioni pil delicate o difficili. La designazione di « Nota »
attribuita a taluni capitoli e paragrafi o parti di paragrafo,
serve appunto di guida all’acecennata scelta.

Le varie introduzioni, i richiami, gl’indici (istrumenti di
orientamento sintetico!) saranno oggetto di particolare rifles-
sione per chi voglia apprendere I’uso di queste Lezioni. Come
criterio di massima ogni libro, ed anche ogni capitolo, sono
cosfruiti in guisa che possano venire studiati come qualcosa
a sé, ben inteso nella misara del possibile. Ma, se non andiamo
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errati, ’unitd degli scopi balzerd fuori dalla varietdh delle
trattazioni, per lo studioso che ne approfondisca 1’ esame.

Al lettore che ricerchi qui particolarmente le notizie
storiche conviene avvertire:

1) Che per la esatta indicazione bibliografica soliamo
spesso rinviare ai trattati classici e a monografie informative
appositamente scritte per servire come istrumenti di lavoro;
di tali opere si trovano — nei luoghi opportuni — elenchi
particolareggiati.

2) Che accanto alle citazioni aventi carattere storico
occorre spesso (per uso dei principianti) di riferirci a trat-
tati correnti, facilmente distinguibili dall’attento lettore.

3) Che infine il richiamo di un lavoro serve a desi-
gnare in termini generici la scoperta di un teorema o 1’intro-
duzione di un concetto di dimostrazione; resta inteso che
— anche in quest’ultimo caso — la dimostrazione viene da
noi elaborata e ripensata indipendentemente dall’originale,
¢ — dove occorra — resa completa e rigorosa.

Il vero significato di quest’ultima avvertenza si capira
facilmente ove si ricordi che qui la storia viene guadagnata
attraverso la scienza, in servigio della scienza, € non vice-
versa: anzi vogliam dire che prima abbiamo ripensato — e
talora svolto — la materia con piena libertad di spirito costrut-
tivo, poi abbiam cercato di comprenderla storicamente, ren-
dendoci conto dell’origine delle idee. Comunque questo me-
todo di lavoro possa venir giudieato da altri, esso & proprio
a spiegare i pregi e i difetti che per avventura possano ricono-
scersi al nostro trattato, ed importa percio che sia noto al let-
tore: infatti I’epoca in cui gli nomini di scienza nascondevano
le traccie del proprio eammino é ormai oltrepassata; la nostra
generazione considera giustamente come un dovere di render
chiaro in ogni opera scientifica il sistema delle idee costruttive,

Programma. — Resterebbe da spiegare 1’ estensione ed i
limiti del nostro programma. Ma a tale scopo ci sembra che
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hene provvedano gli elenchi dei capitoli e paragrafi e gl’in-
diei analitiei che accompagnano i successivi volumi; come

o

gid si pud giudicare per il presente.

Diremo soltanto che a questo volume ne seguiranno due
altri, attualmente in preparazione; il primo dei quali conterri
lo sviluppo algebrico della teoria delle curve, in rapporto alla
polaritd e ai covarianti che vi si collegano, le questioni di
realitd e di continuita, e 1'analisi approfondita dei punti sin-
golari; nell’ altro (terzo ed ultimo della serie) avra come
oggetto lo studio delle proprietd delle curve, invarianti per
trasformazioni birazionali.

Il nella natura di un’ opera come questa che il pitt assiduo
studio non valga ad evitave difetti e lacune, cle soltanto in
seguito a successive revisioni e mediante un uso continuato
possono avvertirsi e correggersi. A coloro che vorranno in
tal guisa aiutarci, in vista di una eventuale edizione ulteriore,
esprimiamo fin d’ora la pitt viva riconoscenza. Frattanto
siamo cordialmente grati al sig. AMEDEO AGOsTINI per I’ aiuto
datoei nella correzione delle bozze di stampa noneché nel rac-
cogliere ed ordinare il materiale degl’indici.

Bologna, Giugno 1915.

FEDERIGO ENRIQUES
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CTRATTATI DI GEOMETRIA PROIETTIVA E ANALITICA

utili a consultarsi

« Les Vérités mathématiques ne sont
pas si faciles a trouver, qu’ on
doive chercher du mérite a se
fermer quelqu’une des routes qui
peuvent y conduire ». (Cramur,

« Introduction a U Analyse.... »,
p. VII).

J. V. PoxcieLET - Traité des propriétés projectives des figures -
Parigi, 1822,

A. 1. Mosrus - Der barycentrische Calcul - Lipsia, 1827.

J. STEINER - Systematische Entwickelung der Abhingigkeit geo-
metrischer Gestalten von einander - Berlino, 1832.

J. PLUCKER - System der analytischen Geometrie - Berlino, 1835.

G. STAaUDT - Geometrie der Lage - Norimberga, 1847. Tradu-
zione italiana di M. Pieri - Torino, 1889.

— DBeitrige zur Geometrie der Lage - Norimberga. 1856.

M. CHASLES - Traité de Géométrie supérieure - Parigi,
Bachelier, 1852.

Tu. Reyk - Geometrie der Lage. - Lipsia 1866. Traduzione
italiana di Faifofer, Venezia, Tip. Emiliana, 1884.

G. SAatMoN - A Treatise on Conic Sections. Traduzione italiana
di 8. Dino - Napoli, Pellerano (4* ristampa, 1885).

Brior et BouQuEr - Legons de Géométrie Analytique - la-
rigi, 1865.

O. Hesse - Vorlesungen aus der analitischen Geometrie der
gerade Linie, des Punktes und des Kreises in der Fbene -
Lipsia, 1873.
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A. CLEBSCH - « Vorlesungen iiber Geometrie » bearbeitet von
F. Lindemann - Lipsia, 1875-76. 'I'rad. francese di A. Benoist
- Parigi, 1876, (t. I).

B. D’Ovip1o - Geometria Anclitica - Torino, 1885.

A. SANNIA - Lezioni di Geometria Proiettiva - Napoli, Pelle-
rano, 1891.

F. ENRIQUES - Lezioni di Geometria Proiettiva - Bologna,
Zanichelli, 1898, (3* ed. 1909).

— Lezioni di Geometria Descrittive, per cura di U. Concina -
Bologna, Zanichelli¢ 1902, (2" ed. 1908).

G. CASTELNUOVO - Leziont di Geometria Analitica - Roma,
Albrighi e Segati, 1903, (3" ed. 1915).

L. BIANCHI - Lezioni di Geometrie Analitice - Pisa, Spoerri, 1915.

E. C1an1 - Il metodo delle coordinate proiettive omogenee nello
studio degli enti algebrici - Pisa, Spoerri, 1915.



Carvirvoro I

Le equazioni fir) =0 e i gruppi di punti sulla retta

1. Il teorema fondamentale dell’Algebra ¢ la definizione
dei gruppi di punti sulla retta. — L’ equazione ‘tloebr ica di
grado n, a coefficienti reali o complessi,

@) =a,z" 4+ ¢, 2" ...+ @, =0,

si pud interpretare come equazione ’un gruppo di punti
sopra la retta o, in generale, di un gruppo di elementi in
una forma di prima spec’e.

Il teorema fondamentale dell’algebra dice che:

Ogni equazione di grado n.

f@)=a, "+ a2 14 ... - a.=0

possiede, nel campo complesso, » radiei @, @,...r,, distinte o
coincidenti, in corrispondenza delle quali il polinomio f(x) si
decompone nel prodotto di n fattori lineari

J(@) = ay(x — 2,)(T — ) oo (& — Tn).

Dunque: U equazione di grado n fiz) =0 rappresenta un
gruppo di n punti (distinti o coincidenti) le cui ascisse sono
le radici dell’ equazione stessa.

Ricordiamo che le radici multiple della fle)=0 sono
anche radici della sua derivata, f'(x) =0, e precisamente: se
una radice ¢ i-pla per la flx) =0 & (i — 1)-pla per la f'(z) =0,
e quindi & radice di tutte le suceessive derivate fino alla
(¢ — 1)-esima; viceversa ogni radice della f{x) = 0 che sia i-pla
per la f(x) =0, & multipla per la f(z) secondo i-+-1. Cosi
Iesame delle eventnali radici comuni alla flz) e alla f'(x)
serve a stabilire se esistano e quali siano i punti multipli, nel
gruppo rappresentato dalla

Jw) =0,
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e la counsiderazione delle derivate successive permette di
determinarne le moltiplicita.
Si consideri la classe delle equazioni di grado n

a, 2"+ ¢, 21 4 ... + @, =0,
dove a,a,....q, figurano come parametri variabili.
Ad ogni gruppo di valori di questi parametri corrisponde

\

un’equazione, che ¢ di grado » se «,==0, di grado n —1 se,
essendo a, =0, & a,}0 ecec.
Ora I’equazione

2" .. 4-a, =0,
consideratae come limite della
@ v" - a, 2" .. + @, = 0,

si riterrd convenzionalmente come un’equazione di grado »
che ha una radice infinita.

Questa convenzione si giustifica osservando che: condizione
perché il prodotto

€ (T — 2, )T — @) core (T—2n)
abbia come limite
a(x — )X — @) wee (& — Z0_)
5 ;
¢ che sia
lim ¢ ,(x — 2.) = @,

e quindi, per «¢,=0,
lim &, — oo.

Pitt generalmente se, non solo «,, ma i primi r coetticienti
€@, aee Uy
si annullano, si che I’ equazione
W& A=, T - s - =0
si riduea all equazione di grado # —
BT - U1 B - - @ =10,

considereremo (uest’ ultima equazione come un’equazione di
grado n in cui si ha una redice r-pla «ll’ infinito.
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Qualora si voglia eliminare ’uso dell’infinito, conviene
sostituire alla coordinata ascissa x le coordinate omogenee

HA A . <
z,, Z,, ponendo x:;‘ L’ equazione fx) — 0 viene cosi tras-
2
formata nella equazione omogenea che si ottiene annullando
la forma d’ordine n:

fAz,z) =ea,2,” + a,2," 2, + ... + €., =0,

Se i coefficienti «,, «, .... ¢,y si riducono allo 0, allora la
Slr,z,) risulta divisibile per z,”, e quindi in questo caso » fra
¢li n punti del gruppo rappresentato da flz,z,)=—0 vanno
a cadere nel punto z, — 0, cio® in z = co. Le condizioni perché
il gruppo rappresentato da f(z,x,) = (0 abbia un punto »-plo
(%,%,) si esprimono in generale annullando le derivate (’or-
dine 7:

ot

—.-—— =0 7. passns /i' + II.
ox, 3w, ( )
nel punto (z,2,); infatti decomponendo f nei suoi fattori lineari,
dovrd f contenere il fattore (v, — Z,2,), donde seguono

appunto le condizioni precedenti (dalle quali viceversa, facendo

of _af
N 7
rivate r-me di f, rispetto zul rerzaperty, —0hx, — 1 (x—0o),
si trovano appunto i coefficienti «,, «, .... a,_;.

Alla considerazione di equazioni algebriche f(x) =0 rap-
presentanti gruppi di punti in cui va inecluso il punto alVin-
finito, si perviene anche quando si studino le equazioni o i
gruppi di punti, m rapporto alle trasformazioni omografiche
sopra la retta.

Operiamo sulla coordinata x la sostituzione lineare:

r, =1, segue flx)=0 0). Ora calcolando le de-

Pl "Rl e — P

1) il ¥
YT +0 Yo — o

che si sottintende a determinante non nullo, c¢iod rappresen-

tante una proiettivitd non degenere fra le rette =z, .
Con ¢io a f(x) viene trasformata in una funzione fratta

2 («r'v —I—B) fi).
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Si verifica facilmente che, se f(2) non si annulla per z = -,

= IR

2ty . . v . &£
la f(2") risulta di grado n come la f(x), ¢ se, invece, v —=-

¢ radice r-pla per la f(2), la fiz') si riduce di grado m — 7.
Ora la 2) si annulla per i valori che annullano fiz') e
inoltre per il valore 2’ — o<, quindi le radiei della f(z) =0 si
trasformano nelle radici della f(z') ed eventualmente nel
punto &’ — o<,

Noi considereremo il polinomio f(z') come trasformato di
f(x): per poter considerare le radici di f(2') come le trasformate
di tutte le radici di f(z), considereremo convenzionalmente
(@) sempre di grado 1, ritenendo che f(x)=0 abbia una radice
(semplice o multipla) all’ infinito quando z——2 sia radice
della f(x) = 0. 2

Questa convenzione pud essere eliminata mediante 1’in-
troduzione delle coordinate omogenee, che giiv abbiam visto

proprie a chiarive le difficolta del punto all’infinito. Infatti
se sulla forma

f,w)

si opera la trasformazione omografica

"7
;e t4-f
L A,
i 9
T, ,\{_14‘_5
Z,

’ Pl

oy == 24l A A0,
. <

Ty = YT, =92y,

la f(z,x,) viene trasformata in una fir, ,’) il cui grado &
sempre il grado n della f, e le cui radici sono tutte e sole le
trasformate delle radici della f(z,x,) = 0.

Osservazione. Lie cose dette innanzi vengono chiarite ove
si ricordi che: se si interpreta la coordinata asecissa di un
punto X come coordinata proiettiva, cioé come il birapporto
(01 X) che il punto X forma coi tre punti <01, la tra-
sformazione proiettiva 1) equivale a un cembiamento di coor-
dinate, dove si assuma come coordinata del punto X il birap-
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22 o — N .o 3 z4-3
porto (I b ’ X) che X forma coi tre punti -, %, -
Y3 y-+9 V2 Bl g
(trasformati di o, 0, 1).
2. Invarianti e covarianti. — Ad un gruppo di » punti
sopra la retta:
fz)=a,x" + a, 2" 1 4~ ... + @, =0,
appartengono in generale — oltre ai caratteri proiettivi

nwmerici dipendenti dall’ ordine n — delle proprieta proiettive,
che si esprimono per mezzo di invarianti e covarianti.

Consideriamo la forma binaria (polinomio omogeneo)
associata al polinomio flv):

fe,x,) =" fl&) = d,x,” - 4,27 %, -+ ... @nB," =

(=3}

Ne si opera la sostituzione lineare
. —_— 3 ’ . ’ Z
1) S x, = ax,’ + B, S G S
¢ ~ 79 OSSIA & — —5—,
(xZZYxi +ox,” ¥E -8

la forma flz,x,) e il polinomio f(x) si cambiano rispettiva-
mente in

Nz, z,)= Rz, %)) = a5, 4- a,/%," %, - .. - €2, =0

)= R — Ya vt @, A -

1
G5 ) = ey

dove f(z') si considera come polinomio trasformato di f(x)
¢ n. ‘

Data una funzione razionale dei coeflicienti di f:
B, @, ... dn),

si consideri la medesima funzione dei coefficienti di f:
ola, a, . at,’).

Si dice che ¢ & un invariante (proiettivo) di peso p, della
forma, o del polinomio, f, se accade che identicamente

pla,) @ ...a,) = M"p(a,,....a,),
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w=(:3
(e

il modulo o determinante della sostituzione 1) (M ==0 per
sostituzioni non degeneri), e p un intero arbitrario.
Se ¢ & un invariante, la particolare sostituzione

designando

oA (M =),

T, — 0(1132'

ha per effetto di moltiplicare i coefficienti «,«,....a. per
t—«". Si avra dunque

ip
oy, ta,...ta,) =1" p(a, ¢, .... a,);

cioe un invariante di peso p é funzione (razionale) omogenea di

2p . . i 1) P A
grado ¢ = 3;% dei coetlicienti di f. Cio significa che ¢(«,«, ....a,),

i 7 3
ponendo t:a—, si riduce ad una funzione
(]
- (@, a,.)
Py Wy ene @0)) = Ay | — cecc — ]
‘O( 0y ”) 0 CP(% «,

Ora ¢ sara in generale il quoziente di due funzioni intere

= ik,

(P‘ e
aO aO

- (u{ (t,,)’

ve a,” a,

e moltiplicando numeratore e denominatore per la piu alta
potenza a cui compare «,, si dedurra

pla,a, ... at,)

By @ onis ) =
P, @, ... ) Du(y @) wune tt)’

dove p, e ¢, sono due forme i cui gradi differiseono di ¢; risul-
terd poi che queste 7,, 9, sono separatamente degl’ invarianti.
Abbiamo intanto che: ogni inveriante razionale intero é
una forma nelle «,a,....a,. A questi invarianti-forme si rife-
riscono le considerazioni seguenti.
Se ¢(«,a,....a.) &€ una forma invariante, ogni forma fiz,x,)
i eui coefficienti soddisfino 1’equazione

ey, u.a,)=0,
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si trasforma — per una qualsiasi sostituzione lineare non dege-
nere — in una f per cui & similmente

o, @i, )= 0. -

Reciprocamente sussiste il
Teorema. Se, essendo p(«, @, ....a,) una forma nei coefiicienti
di flz,2,), U equasione
Py @y enentt) =0

¢ invariante per sostituzioni lineari non degeneri, eseguite
sopra le variabili omogenee z,2,, la forme 9(a,a,....a,) é un
incariente d@i f.

Supponiamo dapprima che p sia un polinomio irriducibile,
o primo, c¢ioé non decomponibile nel prodotto di due polinomi
(forme) 3., 9,3 a questo caso ridurremo poi quello escluso.

Occeorre richiamare un noto principio sulla divisibilita dei
polinomi: se il polinomio Y(a,a, ....«.), di grado », si annulla
per tutti i valori delle «; che annullano un polinomio primo
di grado s <<r, p(e,a,....«t,)), il polinomio $ & divisibile per ¢,
cio¢ si ha

R & =98,

designando 9 un polinomio di grado r —s nelle stesse varia-
bili a;.

La dimostrazione di questo prinecipio si ricondunce ai noti
teoremi dell’ Algebra sulla teorvia della divisione ('). Divi-
dendo P per », considerata come variabile la @, € come costanti
le a,....a,, viene

1') == :p9 1= R’

dove I si annulla identicamente perché p(a,) e U(«,) hanno
radiel comuni.

La legge di formazione del quoziente mette in evidenza
che A(a,) ha i suoi coefficienti funzioni razionali intere di ¢, .... @,
ogni qual volta aceada che il coefficiente di «, elevato alla
massima potenza non contenga @, ...d,; ¢ ci si pud sempre
ridurre a questo caso con una semplice trasformazione lineare
intera sulle variabili «,.

(") Cfr. p. es. A. CarieLLI - Istituzioni di Analisi algebrica - Pelle-
rano, Napoli, 1906 - Cap. VI, § 12,
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Cio posto, prendiamo a considerare la forma irriducibile
P, a,....a,) nell’ipotesi di invarianza dell’ equazione ¢ =0,
secondo il nostro enunciato; costruiamo la forma ¢(aa,’....a".),
dove le «; si esprimono visibilmente come funzioni lineari
omogenee delle «;. Sostituendo queste espressioni, avremo

W, @) e ) = Vo @€ e )

dove 3 & una forma dello stesso ordine di ¢, i cui coefficienti
sono funzioni razionali intere ed omogenee di « 3 y 3, coeflicienti
della trasformazioue lineare eseguita su @,2,. Secondo I’ipo-
tesi fatta, si ha =0 ogniqualvolta =0, per 3 — gy ==0;
si deduce che ¢ e divisibile per ¢ e si ha
P =99,

dove 9 risulta, in questo ecaso. d’ordine 0, cio¢ indipendente
dalle «;, ma funzione razionale intera ed emogenea di #, 8, v, 2.
Ora (=, 3, v, 2) si annulla per

M =3 — gr=,

e soltanto per M — 0; percio (essendo M primo) sard 6 divi-
sibile per M, e la divisione potrd ripetersi un certo numero, p,
di volte, fino a che si pervenga ad un quoziente h, il quale
non dipenda pit da =, 3, v, 3, cioé sia una costante numerica:

f— hM?,

Facendo poi la sostituzione identica

si deduce

¢ pero
b= DM".

Resta infine da estendere il teorema al ecaso in cui I’ equa-
zione v =10 sia ridueibile:

CP = CP1CP2 ""CP<17

dove si designano con ¢; i fattori primi di ¢. In tal caso basta
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osservare che per una sostituzione generiea (i g) non puo
accadere che un fattore p, venga trasformato in un altro 3.
distinto da esso, giacché¢ facendo variare con continunita
2, 3, 7, 3, la sostituzione anzidetta pud rvidursi all’identita.
Pertanto le equazioni p;— 0 sono invarianti, percio risul-
tano invarianti le forme 9, e il loro prodotto. c. d. d.

Corollario. Un invariante razionale fratto (di peso p e

9]
=p 5 . . n 3 y g 5
grado g:—é—) ¢ il quoziente di due forme invarianti (dl peso

. 2p, 2P, AL
Py Pss € grado 9127 9 92271—1 y conp —p,=n9g, ‘-g?"—g)'
Infatti abbiamo gid vednto che il numeratore e il deno-
minatore di » sono forme (omogenee) nelle @, ; possiamo ora
affermare che il carattere invariante di p porta 1’invarianza
delle equazioni ¢, =0, , —0, (supposte senza fattori comuni)
per sostituzioni lineari non degeneri eseguite sulle variabili
z,x,; da cio segue che le forme 7, e p, sono invarianti.

La definizione degli invarianti si lascia generalizzare ove
sl eonsiderino funzioni razionali

Y(za, a, ....a,)
Wz, 2,0, 0a,.... a,)

(omogenee in x x,). Consideriamo la medesima funzione ¢
delle nuove variabili z,'z,” e dei coefficienti della trasformata
di f:

dza,/q, ....a)y o, Yz/'z'aja .. a);

si dice che b & un covariante (proiettivo) di peso p, se accade che
’ . ’ ’ r ™
Wz, 'z, 0, e ....a, )= MYz, x,a,a, ... a,)

dove p & un intero (positivo o negativo).

Si prova come innanzi il

Teorema. Una funzine razionale Y(z v,a,a,....a.) ¢ cova-
riante di f, se Uequasione =0 gode della proprietd @ in-
varianza rispetto alle sostitnzioni lineari non degeneri su v, .

Quindi si dimostra parimente che:

Un covariante Y é funzione razionale omogenea di a,a, ....a,
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e quosiente di due forme covarianti, intere ed omogenee, nelle
due serie di variabili «,«,...a, ed z,z,.

Cosi lo studio degli invarianti e covarianti si riduce a
quello di forme invarianti e covarianti, che si raccolgono sotto
la designazione comune di forme invariantive.

Una forma covariante (z,r,a,...a.) (0 $(2q, ... a,) =
=z,")(xa, -...a,)) conterra le z,z, ad un certo grado m, che
prende il nome di ordine del covariante; si riserva il nome
di grado ¢ al grado di ¢ rispetto ad «,....a,. (Per m =0, ¢ si
riduce a un invariante). Il peso di un covariante ¢ vale

ng — M
p R ¢) b

come si prova eseguendo la sostituzione di modulo o°:
& 14
L[S Gl g« A8, S e

che ha per effetto di moltiplicare «,....a, per o".

Una estensione naturale del concetto d’invariante e di
covariante, si ha considerando invarianti e covarianti simul-
tanet di pit forme

~fi(xix2)7 fz("qxz) oo 0

In modo affatto generale sussiste evidentemente la pro-
prieta che:

Funzioni invariantive di funzione invariantive sono inva-
riantive. .

I annullamento d’un invariante:

=0
per una certa f, esprime una particolare condizione proiettiva
a cui deve soddisfare il gruppo (. di punti:

J®) =0;

tale condizione venendo soddisfatta ugualmente da tutti i
gruppi proiettivi a G, (trasformati di @. per proiettivita non
. degeneri).

I7annullamento d’un covariante

4’(“’) =0,
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che sia di ordine m( > 0) in x, rappresenta un gruppo di m
punti, G,., che ha col G., f=0, una definita relazione proiet-
tiva, poiché una proiettivita (non degenere) trasformante G,
in @/, trasforma il G,, in un G,’, che si rappresenta annul-
lando il medesimo covariante .

Similmente I’annullamento d’un invariante simultaneo
di due (o piu) forme (o polinomi) f,, f,, esprime una rela-
zione proiettiva dei due gruppi di punti :

fl(lv) =0, fz("‘) =0,

e I’annullamento d’un covariante simultaneo d’ordine m rap-
presenta un gruppo di m punti che ha con essi una definita
relazione proiettiva.

Le forme invariantive risultano definite reciprocamente
dalle relazioni proiettive da esse espresse, a meno di un fat-
tore numerico arbitrario.

Esempi. Bliminando « fra le equazioni di ordine n,, n,,

J(®)=0, fi(x)=0
oppure z,«, fra le equazioni omogenee
Sz, %) =0, fi(z,z,)=0,

si oftiene la condizione perche i due gruppi abbiano un punto
comune, la quale viene espressa dall’annullamento del resul-
tante. Il resultante R ¢ un invariante simultaneo di f,, f,,
notoriamente del grado n,n,; nel caso di forme lineari

Ji=a,x, + a,z,

g f2:b1w1+b3xs
si ha

Si consideri nn gruppo di n punti:
© flrywy) =0;
per una sostituzione lineare

— oz (a} ’
x, = oz, + Pz,
’ ’

T, =Y7, +8m27



16 LIBRO PRIMO

le derivate di f si trasformano come segue:

% 5
T w0,
b3 s B
95;_;’93;24”372’

si deduce di qui che il resultante di
of  of
oa’ &vl
¢ un invariante di f; esso dicesi discriminante di f, e col suo
annullarsi esprime la condizione perché il gruppo f—=0 pos-
segga un punto doppio.
" Se si passa alle coordinate non omogenee:
.

X = —
N

il discriminante D di flz) si puo definire come resultante

' - 2
di f e della sua derivata ale-: (efr. §. 1), d’accordo eolla rela-
zione d’ KULERO
of of

N == T 4= %,.
3 b LT 0wt

Per il polinomio di 2° grade
J@)=a,2* + a, 2 4 «,,
il diseriminante vale (a meno d’un fattore numerico):
= 2

D=a}?—4a,q,,
e per il polinomio cubieo ridotto

Sie) =" —pr+g¢,
si ha

D =27¢" — 4p*,

come risulta dalla risoluzione delle rispeftive equazioni
J(@) =0 (cfr. §. 5).
Un covariante simultaneo delle due forme

Jiwz,) 9l@,2,),
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¢ il determinante funzionale o jacobiano (')

of 2

Z:‘;v; 3?6’_2

dp O .
v, o=,

come risulta dalle formule di trasformazione delle derivate,
che abbiamo scritto di sopra.
‘Si deduee che lo jacobiano delle derivate

of o

oz, om,’

cio¢ il determinante hessiano (*):

2 f af

b &2 wor,
oy v |
dr, oz, ox,’

¢ un invariante della forma f.
Il peso dello jacobiano & 1, quello dello hessiano & 2.

IFra gli invarianti di f(z,#,) o di fiz), sono da notare in
speeial modo gl inverianti assoluti o di peso (e quindi di
grado) 0, i quali permangono assolutamente invariati per una
trasformazione proiettiva eseguita su f.

St puo formare un invariante assoluto di f(v) quando
siano dati due invarianti ¢, ¢, di peso p,, p, che non siano
‘potenze di un medesimo; tale ¢ infatti il quoziente -

che, per una sostituzione di modulo M, diventa

MM P o,

Py Py SN
My @,

Giova avvertire esplicitamente che — a differenza degli
() Da Jacosr (Journal fiir Math. 22),

) Da Husse (Journal fiir Math. 28, 33, 49, 36).

F. ENRIQUES
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invarianti relativi (di peso o grado == 0) — g’ invarianti assoluti
sono definiti, non tanto in funsione dei coeflicienti «,«, ....q,
di f, quanto dei loro rapporti, ¢ anzi del gruppo di punti @,
rappresentato dall’ equazione

fr,2,)=0 o flz)=0,

indipendentemente dalla scelta del sistema di coordinate in
cui & scritta I’equazione suddetta. Per un invariante di peso
o grado == 0, ha senso soltanto chiedere se esso si annulli o
no per nn dato (/,, ma non — nella seconda ipotesi — quale
sia il suo valore, che dipende dal fattore di proporzionalita
contenuto nei coefficienti di f e — pilt in generale — dalla
scelta del sistema di coordinate omogenee a cui si ¢ riferito
il @y

Un covariante $(z,x,) di flz,2,) ¢ definito dall’ equazione
d(z,2,) =0 a meno d’un fattore costante, e percid — a meno
d’un tale fattore — si pno ritenere definito dalla relazione
proiettiva che lega il gruppo di punti $=0 a f=0.

3. Espressione delle forme invariantive di f(x) per mezzo
delle differenze delle radici. — La costruzione effettiva delle
forme invariantive di f(z), si pud basare sopra 1’ osservazione
fondamentale che esse si esprimono come funzioni razionali
intere delle differenze delle radici di

f@)y=«a(r —2)(@ — 2,) e (T — &),

’L-——-'L;:lik lv
e delle differenze
T—ou=|0k]|.

Infatti tali invarianti e covarvianti ¢, ¢, sono funzioni
razionali intere omogenee di «,«, ....a, che, divise per una
potenza di «, di esponente uguale al grado g, si riducono

- ; M L Ay A e b
funzioni razionali intere di 0 g © percio funzioni simme-

¢ ‘0

. 0
triche di «,z,....2,; ma, poich¢ le ¢, & debbono restare assolu-

" tamente invariate per ogni trasformazione proiettiva di mo-
dulo M =1 ed in particolare per una traslazione

=21 -+,
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cosl esse potranno farsi dipendere soltanto dalle differenze
C—%p, Ay —dpe

Vediamo come questa osservazione permetta di costruire
effettivamente le forme invariantive 9, §, riferendoci al caso
pitt semplice degli invarianti.

Si abbia

f@)=a,x" + @, 2" . + @, = @,( — )& — %) oo (T — %),
La sostituzione
1) o o+ 3
T 43
cambia f in
1 o
.f( ) (YCE’*}‘E)MJ(T)’

dove
f@) = @, (& — 2)@ — &) eeee (¢ — 2.) = (y2/ + 3)"f(2).

Si deduce

o ; o a (C,n
J@") = (v« 4 2)"x | «, + ?1 SRS i

, { «, @, |
= (a®% +39)"; ¢, + — e — 1.
( 3) ¥ ks SR |
Poniamo
y b
=00, X =—=— :;
i

si ricava

'y

5 1\»
fkﬁzkﬂ“”“ (M= 25— ),

quindi
’ 5 /) 5 . 5 ¥ l n
(l'() —:—11 S s T e —, ___(—- «) (‘0‘11.&
i i ¥ Y
ossia, moltiplicando i due membri per (— y),
2) ((,UI(Ygi’_l_ 8)(-{22’__'_ a) I (.{1"’+ 8) - ({.)-D "

Cio posto si consideri p. es. la differenza

ay—ap=11ik
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Per la sostituzione 1) questa si eambia in

(x2 = 3)(yxn—+ 8) — (92" -+ 3)(r2, + 9) M(z; — o)

(v, 4 8)(2vz +2) T (ye +3)(y2n +-2)

Risulta di qui che: si oftiene un invariante di f di peso p,
moltiplicando per a, un prodotio di p differense |ik |, costruito
per modo che ogni indice © compaia nel prodotto uno stesso
numero g di volte; siffatti prodotti dipendono in generale irra-
sionalmente dai coefficienti di f, ma essi permettono di formare
delle funzioni simmetriche che porgono invarianti razionali.

I’ enunciato precedente risulta dall’ osservare che, nelle
ipotesi fatte, il prodotto di p differenze |ik| vale

M7, — )
Jorz, 4 2)(r%," 4 3) e (Y2 +8) §9°

Iz, — 2) =

dove 2p —=ng; quindi, applicando la formula 2) si ha

Mn!/((ogﬂ(zi = ak) == ﬂlp(l,O'””(c{i —= ak’)
cioe
-ZHP«’O!IH(Z?I — ah) " aol”;I(li 1 ’lk,)7

vale a dire che
o7 (2 = 25)

¢ un invariante, in generale irrazionale, di f, di peso p e
grado g¢.

Si consideri ora una somma, funzione simmetrice delle
radici,

I=2X¢02]ik]|,
i cui termini, costruiti coi prodotti di p differenze |ik|, con-
2 2p\ .. T o

tengano ciascuno lo stesso numero ¢ (: _n) di volte gli indici
1, 2....n. Allora, come si ¢ gid avvertito, I risulta un inva-
riante razionale di

f=aex" +azx .t a,=0.
1’ espressione effettiva di I per i coefficienti «,a, .... @, si

ottiene servendosi delle formule di NEwTON che danno le
somme delle potenze simili delle radici per mezzo delle fun-
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zioni simmetriche elementari:

S a
.\_42,- =_ !
a,
(7
Ex,ak — 2
aO

«
Oy Oy veve Uy = (— 1)”0—" $
o

le funzioni simmetriche intere di z, ...z, risultano cosi fun-

- : BT e
zioni razionali intere di —...— (}). .

0 l’O
Sioavrd quindi
g @ a
I=a, o[- ...-7],
a,”” a,

dove p & una funzione razionale intera, cioé 1 invariante 1
¢ esso stesso una forma (polinomio omogeneo) del grado g in
@@, ..o ltn.

Reciprocamente ¢ facile riconoscere che una forma inva-
riante di f, espressa per le |ik|, deve contenere in ciascun
termine lo stesso numero di volte ogni indice i.

Un semplice esempio della costruzione precedente rela-
tiva ad

f(@) = a(x —2)....(x — ),

¢ porto dal discriminante (§§ 1, 2) che, dovendo annullarsi
per i gruppi f=0 dotati di punto doppio, si potrd esprimere
(a meno d’un fattore numerico) sotto la forma:

Di—.a -Vl k],

cioe come prodotto dei quadrati delle difterenze delle radici.
In D compaiono p = n{n — 1) fattori; essendo funzione sim-
metrica delle radici di f, si vede che D & esprimibile razio-
nalmente per i coeflicienti, come ¢ ben noto dall’algebra.

(1) Cfr. per erempio: S. Pixcuernk: Lezioni di Algebra Complemen-
tare. Bologna, Zanichelli, 1906 - Cap. 2. — A. Caperui: Istituzioni di
Analisi Algebrica. Napoli, Pellerano, 1902. Cap. - XII - §§ 4, 5 — H. WebBer:
Traité @ Algébre Supcérienre. Trad. fr., Paris, Gauthier Villars, 1898, Cap.IV.



18]
v

LIBRO PRIMO

Ora dalla precedente espressione risulta che il discrimi-
nante ¢ precisamente un invariante di grado 2(n —1) e di
peso n(n — 1).

La costruzione indicata si estende ai covarianti.

Si ottiene un covariante (razionale) ¢ di

J@) = (@ — o)) e (T — 2),

combinando, in guisa da ottenere una funzione simmetrica
di 2,....2,, i prodotti delle differenze

[o1]]02 0n|

[12]]13

s [0 — 2, 1],

costruiti in modo che gl’indici 1, 2, ....n compaiano in ogni pro-

dotto uno stesso numero ¢ di volte; supponendo che 'indice 0

vi compaia m volte, il covariante avra l'ordine m, il grado g,
ng — m

e il peso p=-"—, d’accordo col § 2.
i

4. Quaterne di punti. — Consideriamo un polinomio di
4° grado
S1&) = ay(x — o2, )& — 2(x — @)z — ),

e il grappo di quattro punti &, = («,,%,%,) rappresentato da

f@)=0.

Il procedimento spiegato innanzi ci conduce a considerare
gl invarianti irrazionali del tipo

@, |12]134].
Il quoziente A
|13 |24 b N

PEIRRE T (1234,
che non dipende da «,, & un invariante assoluto dipendente
dalla posizione ¢ (per la sua irrazionalithi anche) dall’ordine
dei quattro punti.-In esso si riconosee il birapporto dei punti
suddetti, che & notoriamente invariante per trasformazioni

proiettive della retta.

Se si muta 1’ordine dei quattro punti, per le 24 permu-
tazioni di 1, 2, 3, 4, il birapporto assume 6 valori general-
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mente distinti; designatone uno qualunque con «, i detti valori
sono:

1) 2Nl =2, =7 G

11 birapporto = = (1 23 4) resta invariato per 4 permuta-
zioni diverse

(1234)=(2143)=(3412) = (4321),

corrispondentemente a 3 involuzioni permutabili © , =, =, deter-
minate dalle coppie

12-34, 13.24, 14.23

che tras.ormano in se stessa la quaterna @,.

Le tre coppie di punti doppi di codeste involuzioni, si
separano armonicamente a due a due; essendo w,m, = ., ecc.,
esse formano un gruppo di 6 pumti, G, che viene rappre-
sentato dall’annullarsi di nn covariante del 6° ordine di f,
detto covariante T (cfr. § 7).

Le tre involuzioni =,, w,, =, insieme all’identitd, formano
un gruppo (') di 4 operazioni I', che (per un motivo che vedremo
pitt avanti) si denomina gruppo trirettangolo e dal KLEIN viene
chiamato Vierergruppe. Infatti il prodotto di due fra le ope-
razioni suddette appartiene al gruppo:

In generale il gruppo ', é il gruppo di tutte le proiettivita
della rette che lasciano invariato il G,.

Ma — per valori particolari di = — i 6 valori del birap-
porto possono non essere pilt distinti, ¢ corrispondentemente
si aved un gruppo pitt ampio di proiettivitd. che lasciano
invariato il G,. Cio accadrd evidentemente se il ¢, ¢ costi-

(!) Le nozioni elementari che qui ricorrono sui gruppi di operazioni,
¢ in particolare di proieftivitd, trovansi definite in ENRIQUES, « G. proiet-
tiva ». Appendice.

Per uno sviluppo della teoria dei gruppi di sostituzioni in rapporto
alla rigolnzione delle equazioni algebriche, efr.

L. Braxcur. « Teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni
algebriche ». Pisa, Spoerri, 1900.
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tuito da un ciclo di una proiettivita ciclica del terz’ordine e
da un suo punto unito, oppure da un ciclo di una proiettivita
del qnart’ordine (‘). Viceversa risulterd che questi sono i soli
casi possibili.

Per determinare i valori particolari di a corrispondenti
alla possibilitd sopra indicata, osserviamo che i 6 valori 1) si
deducono da uno qualunque di essi, designato con 2, mediante
le due sostituzioni fondamentali

’
@ = <=2,

o 1

o

Ne fra i 6 valori 1) ve ne sono due uguali dovrd dunque
aversi per uno di questi valori, «,

1
o—=1—a, a:2, .
oppure
1
G==c, Mog==l=3l %
o

o finalmente
]‘ 2 | 9
l—a==, eciod o’'—a-+1l=40,
o
= 2ri

a=1-+4+¢ 0 a=1+4-¢ con e—¢e 3 (z’:\/@:i).

Corrispondentemente a questi valori di « si ottengono le
quaterne particolari il cui birapporto he meno di 6 valori, cioé:
I) la quaterna con un punto doppio per cui il birapporto ha

i tre valori distinti:
1, 0, ‘oot

7 )

II) la quaterna armonica, per cui il birapporto ha solo
tre valori:
1
9
-

L% 2

?

(!) Ricordiamo che una proiettivith = si dice ciclica d’ordine o di
periodo % se ripetuta # volte (¢ non meno) di luogo all’identitd (n# = 1).
Cfr. ENRIQUES,, Op. ¢., § 42. BiaxcHI, « G. analitica ». § 103, oppure il § 8
del Libro 2° di questo volume, ove si troverd pure I’equazione della
proiettivitd ciclica d’ordine n coi punti uniti 0,0 sotto la forma a2’=ex

2ni
con e=e ® , (t primo con n).
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III) la quaterna equianarmonice (cosi designata da
Luicr CreMoONA) per cui il birapporto ha solo duwe valori:

1+4-¢, T—lT—qe: 14¢°%
(I detti valori essendo immaginari una quaterna equianarmo-
nica non puo avere pitt di tre punti reali).
Osservasione. 11 bivapporto di una quaterna di punti &,
« = (1234), diventa indeterminato, e puod ritenersi avere qua-
lunque valore, soltanto nel caso in cui la @, possieda un
punto triplo (o in particolare quadruplo).
Tutte le G, armoniche sono proiettive fra loro, e una
;
tale &, risulta proiettiva a se stessa per “)3—':8 permutazioni
diverse, quindi il gruppo delle proiettivita che lasciano inva-
riata una G, armonica ¢ un T, che consta:

1) dell’identita;

2) delle 3 involuzioni permutabili =, n,m,, in cuisi cor-
rispondono le tre coppie di G,;

3) di altre 2 involuzioni permutabili m , v, aventi come
coppie di punti doppi le due coppie di punti di G, che si
separano armonicamente ;

4) di 2 proiettivita cicliche del 4° ordine ottenute mol-
tiplicando una = = (23)(14) per una © =(13) 0 ©=(24):

(23)(14)-(13)=(1234).
In tutto si hanno cosi

342424-1=8
proiettivita.

La possibilita di rignardare un gruppo armonico G, come
ciclo d’una proiettivitd del 4° ordine appare anche dall’ osser-
vazione che un tale G, ¢ proiettivamente identico al gruppo
armonico

G - AR . oy

che & un ciclo della proiettivitd 2’ — ix.
Tutte le G, equianarmoniche sono proiettive fra loro e

i
una tale ¢, risulta proiettiva a se stessa per ':—’ =12 per-

mutazioni, quindi il gruppo delle proiettivita che lasciano inva-
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riate una quaterna G, equianarmonica é un T',, che consta
delle 12 proiettivita seguenti:

1) identitd;

2) 3 involuzioni permutabili =, x,7,:

3) 8 proiettivita cicliche del 3° ordine che posseggono
un punto unito appartenente a G, e scambiano ciclicamente
gli altri tre punti. Infatti per una scelta opportuna delle
coordinate si pud assumere come tipo della G, equianarmo-
nica la quaterna (0 lec?) avente il birapporto

(Olee?):es?l:

codesta G, & trasformata in s¢ dalla proiettivitd ciclica del
3° ordine coi punti uniti 0,cc:

h—c )

Riassumendo:

Una quaterna G, armonica ¢ ciclo di una proiettivita del
4° ordine (e della sua inversa).

Une quaterne G, equianarmonica & costitwite da un ciclo
di una proiettivita del 3° ordine (e della sua inversa) e da un
suo punto wnito; la G, pud considerarsi cosi definita in 4 modi
diversi, prendendo come unito uno qualunque dei suoi punti.

Ora ritorniamo alla considerazione generale del gruppo
di 4 punti:

J@) = a(x — @)@ — a )@ — a;)(z — @) =0.
Possiamo scrivere una espressione razionale del birapporto
o = (2, %,2,2,) = (123 1),

la quale rimanga invariata quando si cambia « in uno degli
altri valori 1); tale & I’ espressione

4(1 — 2+ o?)? ’

T = e =2y —a

dove il fattore numerico, 4, ¢ determinato in guisa che si

abbia, per
AT = 0
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Si avrd cosl un invariante assoluto .J che, essendo fun-
zione simmetrica di 1, 2, 3, 4, si esprimera razionalmente pei
coefticienti di f. Questo invariante razionale .J si designa gene-
ralmente col nome di éinvariante assoluto di f.

Osservazione. Ogni altro invariante assoluto razionale di f
¢ funzione razionale del birapporto = che determina la con-
dizione di proiettivith di due quaterne, ¢ — restando inva-
riato quando si sostituisce ad z uno degli altri valori 1) —
si prova dipendere razionalmente da .J.

Per quanto si & detto nel § 2, J si esprime come quo-
ziente di due forme invarianti dello stesso grado; dimostriamo
che si ha precisamente:

dove i, j sono due invarianti razionali interi, rispettivamente
di grado 2, 3.
A tale scopo seriviamo

[L3] [24] | [13)* |24
1231 14| [23P 14"

T = medl == | 2

Moltiplichiamo per I’invariante irrazionale
@’ |23 |14]®

che ¢ sempre diverso da zero se la quaterna & costituita di
punti distinti; si avra un invariante

i= 23 P14 (1 — 2 4 0?) = -
— 0,7} 23 2| 14]2 | 13| 24 |* — | 23| | 14| [ 13] |24 }.
Vogliamo provare che i ¢ un invariante razionale (di
peso 4 e di grado 2). ]
Percio considereremo
421234+ |12%|34.* — | 14|23 | |12] |34 |¢
312[34[2 4= 13|24 |* — |12 [34]]13] |24 !5

sard i+ ¢+ ¢’ funzione simmetrica delle radici o,z,2,2, €
quindi razionale nei coeflicienti di f; basterd dimostrare che

¥

A==
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e percio
O e
_—_S(z g i e S
La verifica che 1 =14" (e analogamente i—=4i") si compie

facilmente osservando clie, ove si dividano le espressioni di
te i per 23|14, viene

|13 |24)  |13] |
237 14 T [23] 1] 141

1122 (342 |12/ |34
237|141~ [23] [14]

— (1234)' — (1234) = »* — =

— (1324)* — (1324) = (1 — &)* — (1 — %),

o — = (1 —1)9—(]—”0.).

Jid posto avremo

44°
rT == %
J
dove
J=a2 237147 (24 1)(1 — 22)(2 — )
¢ — essendo J, i invarianti razionali — risultera pure j un

invariante razionale (di peso 6 e di grado 3).
Quanto all’ espressione di i =§(@ 4+ i +4-1"), vediamo che

essa si compone di due parti contenenti simmetricamente le
ik, ciascuna delle gquali porge gia un invariante razionale
(dello stesso grado 2 e peso 4). Ma questi due invarianti non
sono distinti perché differiscono soltanto per un fattore nu-
mevico (come vedremo piit tardi accadere necessariamente per
due invarianti razionali qualsiansi di grado 2); si verifica
infatti che

23 14° =113 2124 - 1421232 4 122 34]> + [12]* 134> 4 [13°1242
) 231141324+ [14]23[12]/34(4-]12](34]|13]|24],
ove siano divisi per |23 2 |14*, danno rispettivamente
42241 4= (1 —a)P 4 (1 —2)® 40> =42* — 4z -4
41 —2)2 42l —a)=2a>—a-4-1,

cio¢ la prima espressione risulta quattro volte la seconda;
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quindi, sostituendo a quest’ultima il suo valore, si ottiene
I espressione normale di i:

2 ]
@:920_ |23]2|14|2+{13]2|24|2+{12|2|3452;.

Questa espressione permette il calcolo effeftivo di @ per i
coefficienti di f, calcolo che eseguiremo riferendoci a un
caso particolare nel parag.’ seg.”, limitandoci qui a indicarne
il risultato:

t=a,"— 3a,0, + 12¢,a,.

In modo analogo si pud dare una espressione simmetrica
di j per le differenze |ik |, che si lascia ridurre alla espres-
sione normale

2

3412 [13) [42] = |12/ 342 [13] [42! + |13[*[24]* [12] 43| +
+ [14]2[23]2 [12] [34] + |12]7 [43]2[14] [32] +
+ [13[2 [42]2 |14] 23] + [14]7 |32/ [13] [24],

j=a,*Z|12}

dove i termini della somma si deducono 1’uno dall’altro con
le sostituzioni che permettono di dedurre da (1234) gli altri
5 valori del birapporto. Si troverebbe

j=27a2a,+ 27a, 0+ 2a,’ — T2a,a,a, — ¢, a,a,,
formula che si pud scrivere anche:
12a, 3a, 2a,

j=— i 3a, 2a, 3a,
) 2. |
2a, 3a, 12a,|.

L’ annullarsi dell invariante di secondo grado, i, esprime
la condizione percheé il gruppo f(x) =0 sie equianarmonico:

1—a-+2>=0;
I annullarsi dell’ invariante di terzo grado j dice invece che
il gruppo & armonico:

(@ 4+ 1)1 — 2%)(2 — @) =0.
3
Dall’ espressione dell’ invariante assoluto: J — %.lf, si deduce
che il discriminante di f: J

D=aSll|ik}? = 4i® — j°,
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dove col segno = designamo I’uguaglianza a meno di un
fattore numerico k.

Infatti, la condizione perché la quaterna f=—0 abbia un
punto doppio (z==1), si esprime ugualmente ponendo D=0
oppure J =1, cio¢

= 41 — o2 4 «2)3 ___4i3_1
T (- 1)1 — 2232 — )2 T 7 —
44 — 2 =0.

Si puo calcolare effettivamente il fattore numerico k che
entra nella relazione precedente, riferendoci, per esempio,

)
al grappo armonico (0, L, % - 2) dato da:

2\
:v(rv—l)(:v—g)(.'——‘_’.):();

infatti in questo caso si trova

j=0 (condizione di armonicit)

.4 16° 43 e
l'::—;, D:—Q,‘.—z, k—'——j 0

Si conclude che si ha in generale
27D =4¢* — j°.

(Per il calcolo del fattore numerico k& pud anche valere
la quaterna armonica di punti (— 1,1, 0, <) rappresentata
dall’ equazione in cui @, —=0:

P —x=0,

dove si ponga «,2,—1, conformemente al parag.’ seguente).

Osservazione. Giova notare che la possibilita di espri-
mere D per mezzo di i, j si riconosce a priori in base al
fatto che una quaterna di punti ammefte un solo invariante
assoluto, funzione del birapporto, e quindi possiede soltanto
due invarianti indipendenti; altrimenti le potenze convenienti
di due invarianti, divise per potenze di un terzo invariante,
fornirebbero due invarianti assoluti.

5. Risoluzione delle equazioni di terzo e quarto grado. —
La mnota risoluzione delle equazioni di 3° e 4° grado, f(z) =0,
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si pud riattaccare alla teoria proiettiva delle quaterne di
punti sulla retta, mediante le eonsiderazioni che seguono.
Anzitutto osserviamo che 1’equazione cubica

ammette tre radici

per modo che la terna a°— t =0 costituisce un ciclo della
proiettivitd del 3° ordine
= s

(e della sua inversa o’ —¢*x) dotata dei punti unifi

presa insieme ai punti 0,c0 d& luogo ad una quaterna equia-
narmonica (cfr. §. 4).

Reciprocamente, se un’equazione cubica rappresenta tre
punti che insieme a 0, oo formino un gruppo equianarmonico,

cio¢ tre punti
o 154

I’ equazione stessa ¢ della forma
(@ —a)z —ex)x — ey =2 — P =2 —t =0.

Cio posto si consideri un’ equazione cubica generale, che
— com’® noto — puod ridursi alla forma

1) z*—pr+q=0.

Designando con @, a,2, le tre radici, troviamo i due
punti m, » che insieme ad %, x,2, formano una quaterna equia-
narmonica, cio¢ i due punti uniti della proiettivitd ciclica
del 3° ordine (x,,2,) ed insieme dell’inversa (a, %2,)=(x,%,%,)".

A tale seopo seriviamo 1'equazione di una proiettivita
ciclica del 3° ordine che abbia come punti uniti, non piu 0, oo,
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ma m, n; sard (in luwogo di 2* =1)

x — m\®
2) —=.
. T—n

L’equazione 1) si deve identificare colla 2) quando m, n sod-
disfino ad un’equazione di 2° grado in ¥ che si ottiene annul-
lando I’ invariante i della quartica (v — z,)(x — z,)(@ — z,) (¥ — y).

Questa equazione di 2° grado, da cui dipende la risolu-
zione dell’ equazione cubica, viene senz’altro espressa dall’ in-
variante suddetto che contiene simmetricamente le radici
x,2,%, ¢ pereid dipende razionalmente dai coeflicienti p, q.
Ma si puo anche identificare direttamente le equazioni 1) 2),
dopo avere sviluppato la 2) che assume la forma
Sm—tn m: —n® o — tn’

:' ‘ ‘.3__ 22 3 = :(.
) e e il = )

Avremo cosi le equazioni di condizione:

4) m-—itn =290

e m®—tn® _ —p

. T

6) m — tn® g

) —_— .
y 1

Dividendo 6) per 5) e ponendo al posto di ¢ il valore %
icavato dalla 4) si ha

n® — mn® 3q
——— =M= —
nw:— mn P

7)

. R mo .
e ponendo nella 5) al posto di ¢ il suo valore o 8 ha:

m* — mn —p
3 —_— = — =
8) ™ 3
y n

Dalle 7) e 8) si deduce che m e n» sono le radici del-
I’ equazione di secondo grado

9) ?/'3—%y+f'=0,
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m=d (43S
=y ¥l 3q /)q“ 41))
W= (— \ i A

Pertanto dalla 2) si ha

e quindi ¢

10)

3
__m——n\/t

o 3
T A
e sostituendo a m e n i valori dati dalla 10) si trova per z
la nota espressione in funzione dei coellicienti p e ¢ del-
I’ equazione proposta.

Notiamo infine che 1’equazione rvisolvente di 2° grado 9)
si ottiene anche annullaudo il covariante hessiano di

Sz, xz) = xxs — P2, x22 P qx23’

che &
|3F B g
= == 1] — I,
T ow,? o, o, ! el
=\ oy 2 — ==
o GP) ) 5 L
- - — 2px, — 2prx, 1- 64,
| dv0w, ) I Pe, -0,

= — 12p2,? - 36qe, v, — 4p°2,*;

£

dividendo per 12pz,* e ponendo fc—l
R

=y, I'equazione H =0

si riduce alla 9).

La teoria della risoluzione dell’ equazione quartica, si pm‘;
far dipendere dallo studio delle quaterne di punti (z,z
con un punto all’infinito: 2z, = co.

Una tale (uaterna & rappresentata dall’equazione cubica

Ly 2 3%y,

£(@) =2 — pr -t g = (8 — 0,)(® — w)(& — 2,) =0,

considerata come limite @’ un’equazione f, =0 di 4’ grado,
ove si pongd
> B o= R (AN Vi —cc
e quindi
«, [14|_«u0|94,_00 {34, =1.

F. ENRIQUES 3
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Ora si possono calcolare gl’invarianti di f,:

1 —— Ty s e O
nggl12L'f3—1|2:;z)|1.3['+123|”—|—]51]2$,
_7’:2,12]2]34|2;13]|42]——:-]12]”13:—[13!2]12]—|—

’

+ [23*]12| 4 |12[? +-132*113

32| 4-113[*|23
si trova 3
i —X2" — S,
Ma per una nota formula di NrwroxN

o = (2x,)* — 2Dz,

e qui (essendo il coefficiente di a°, — Sz, —0):

Izt = — 28,
= — 3%, 2,
cioé
1 =3p,

d’accordo col fatto che per p =0 le radici di f=0, cio¢

3 3 _ 8 _
Vq, Vg, £V q, formano, come gid abbiamo notato, un gruppo
equianarmonico insieme al punto z— co,

Con un calcolo analogo si trova

7

q,

j=2
d’accordo col fatto che per ¢ =0, le radici di f=0 sono
0, +vi’, = vl_’

e formano un gruppo armonico insieme col punto x — oo,

In luogo dei caleoli effettivi che forniscono ¢ e j, pos-
siamo osservare che le relazioni scritte innanzi risultano dimo-
strate a priori, in base al fatto che le condizioni di equia-
narmoniecitd e di armonicitd si traducono in

=8 Er=1(),
Infatti si aved
1 =lopiai ="

dove h, k sono fattori numerici. Ma il discriminante del-
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Pequazione di 4° grado con una radice all’infinito, ove si
faceia @,z, — 1, diviene il diseriminante dell” equazione cubica

= D=4p'— 27¢’;
sara, quindi
4i* — JF =4kp> — 2Th%¢*,

e si deduce intanto
’)' b .S‘ = ] 9

=110y e e =—dlig":

Ora per valutare i fattori numerici &k, I, si consideri il
gruppo dotato di punto doppio (—2,1,1, o), che & dato dal-
I’ equazione

2 —3x —2=0;
per esso &
p=3 ¢=—2,
e sl trova
s i
A 2/ 2 (|
z_Q(S 432 4-0%°) =9

Jj=—"04,
quindi
=3, h=27.

Dalle espressioni ottenute di p, ¢ per i e j, segue che,quando
¢ data’ un’equazione di 4° grado

f@=a2'+ a2 +a,2* +-a,x+a, =0
che rappresenta una quaterna di punti G,, si puo formare
rasionalmente 1’ equazione cubica (risolvente)
fil@) =& —pr-q=0,

cui corrisponde una quaterna ¢, con un punto all’infinito,
proiettiva a G,. Questo risultato ¢ tanto pitt degno di nota
in quanto che i coefficienti della sostituzione lineare

_ax’ 4B
Ty’ 43

@ 9
che fa passare da G, a G, dipendono dalle coordinate dei
punti di G, cioé sono irrazionali.

Calcolate le radici della risoleente f,==0, si possono
serivere le equazioni delle tre involuzioni che hanno per
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centro un punto della terna corrispondente e scambiano gli
altri due punti; tali involuzioni sono trasformate dalla sosti-
tuzione $:F’U——}T5 nelle tre involuzioni che lasciano inva-
riato il G,, e cosi le equazioni di queste risultano espresse
razionalmente per le radici di f, =0.

Su tale circostanza si puo fondare la risoluzione dell’ equa-
zione di quarto grado. Infatti, suppongasi che la quaterna di
punti rappresentata dall’equazione f,(x) =0 sia trasformata
in se stessa da una involuzione

e —m(x ) 4-n=0.
Cambiando 2, 2" in &+ m, 2’ +m, questa involuzione
diviene

oy =m* —n=EF%,

e Iequazione f,(v) =0, trasformata della data, avra le radici

Scriviamo

F(@) == 4-b,2° + b2+ b, =0,

sard :
%y b2y -y o — — b,
L b I MY
%y %y =247, 'l~2124+12“3—bz -’7"7
ponendo

y k V=22, Y, =%+ 2,
risultera
¥, +y,=—0,

Y.y, =b, — 2k
e pereio y, i, saranno le radici dell’ equazione di 2° grado:
wW—0by+ (b, —2k)=0;

in funzione di queste radiei si esprimeranno le o, %, % 2 , risol-

SEE
vendo ancora I’equazione di 2° grado
L)

2 A
a_',’

cioe
2t — yz -k =0.
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In conclusione, dopo determinate le radici della risol-
vente cubica f,(z)= 0, la risoluzione dell’equazione proposta,
fi®) =0, si riduce a quella di due successive equazioni di
2¢ grado, e si ritrovano cosi le formule note.

Della risoluzione dell’equazione di 4° grado e della sua
riduzione ad una risolvente cubica, avremo luogo d’ incontrare
pitt avanti un’altra pitt chiara illustrazione geometrica.

6. Nota sul calcolo effettivo delle forme invariantive e
sulla rappresentazione simbolica. — 1. espressione degli inva-
rianti e covarianti di fiz) o di fix,x,) per mezzo delle distanze
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