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1. Sia X un insieme non vuoto e di cardinalita finita. Dimostrare che ogni
distanza su X ¢ topologicamente equivalente alla distanza discreta.

E sufficiente dimostrare che, data una qualunque distanza d su X, per
ogni z € X, {x} & aperto nella topologia indotta da d.

Sia x € X. Sia r := mingyex y2-1{d(z,y)}. Dato che X ¢ un insieme
finito, tale minimo esiste. Dato che d & una distanza, r > 0.

Si consideri allora il disco (secondo la distanza d) di centro z e raggio r/2,
D, j5(z). Per definizione di r e dato che r/2 < r si ha D, 5(z) = {z} e
quindi {z} & aperto.

2. Nello spazio topologico (R, i) si considerino le seguenti successioni:

(a) {an}, con a, :=a ¥n € N (con a € R, fissato);
(b) {bn}, con b, := —n V¥n € N;
(¢) {cn}, con ¢, :=n ¥n € N.

Determinarne i limiti.

Nota: se x € R si indica con [z] la parte intera inferiore di z, ovvero il piti
grande intero minore o uguale a z; esempi: [3] = 3,[2.6] = 2,[-1.4] = —2.

(a) Sia r > a. Ogni intorno di r, per definizione, contiene un aperto
che contiene r. Dato che r > a allora, per come ¢ definita la to-
pologia iy, tale aperto contiene a. Allora per definizione di limite
r = lim, 4o an. Se invece r < a allora (—oco,a) € un intorno di
r che perd non contiene a: quindi se r < a, r non e limite della
successione {ay, }.

(b) {b,} converge ad ogni numero reale. Infatti, sia » € R; ogni intorno
N di r contiene r e tutti i reali minori di r, quindi se n > —[r] allora
b, € N, da cui r =limy,_, o by.

(¢) {en} non converge a nessun numero. Infatti, sia r € R e consideriamo
N = (—o0,r + 1), intorno di r. Se n > [r] + 2 allora ¢,, € N, quindi
r non pud essere limite per {c,}.
3. (E. Sernesi - Geometria 2 - esercizio 2 pagina 32)
Dimostrare che dati comunque due sottoinsiemi A e B di uno spazio
topologico X si ha
(a) Fr(AU B) C Fr(A) U Fr(B);
(b) Int(AN B) = Int(A4) NInt(B)
(¢) Int(AU B) D Int(A) UInt(B)

)
)



Trovare esempi in cui le inclusioni precedenti sono strette.

(a)

Sia, per assurdo, = € Fr(AU B), ma = & Fr(A), x ¢ Fr(B). Siccome
x & Fr(A) allora © € Int(A) oppure = € Est(A). Siccome Int(A4) C
Int(AU B) (cfr. (¢)) allora = ¢ Int(A) (altrimenti € Int(AU B) =
x ¢ Fr(AU B)). Percio = € Est(A). Analogamente = € Est(B).

Per definizione di punto esterno, esistono due intorni di x, N1, Ny €
N(z), tali che Ny € X\ Ae Ny C X\ B. Ma allora Ny N Ny C
(X\A)N(X\B)=X)\ (AU B), che implica che = € Est(4 U B);
assurdo.

Esempio con inclusione stretta: in R con la topologia euclidea si
prendano A := (0,1] e B := [1,2). Allora Fr(A4) = {0,1}, Fr(B) =
{1,2}, ma Fr(AU B) = {0,2} € {0,1,2} = Fr(A) U Fr(B).

Sia z € Int(A N B). Allora 3N € N(z) tale che N C AN B. Percio
N C A N C B, che implica z € Int(A),z € Int(B) = z € Int(4) N
Int(B).

Viceversa: sia z € Int(A) N Int(B). Allora 3Ny, Ny € N (z) tali che
N, C A, N> C B. Qulndl NiNNy CANB==zx¢€ IIlt(AﬂB)

Sia z € Int(A). Allora 3N € N (z) tale che N C A. Ma quindi N C
AUB = z € Int(AUB). Percio Int(A4) C Int(AU B). Analogamente
Int(B) C Int(A U B), quindi Int(4A U B) D Int(A) U Int(B).

Esempio con inclusione stretta: in R con la topologia euclidea si
prendano A := Q e B := R\ Q. Allora Int(A) = Int(B) = 0, ma
Int(AU B) = Int(R) = R.

AUB =X \Est(AUB) = X \Int(X \ (AUB)) = X \ Int((X \ 4) N
(X \ B)) = (per (b)) X \ (Int(X \ A) N Int(X \ B)) = X \ (Tnt(X \

A)UX\ (Int(X \ B)) = AU B.

ANB=X\Est(ANB)=X\Int(X \ (ANB)) =X \Int((X\ A)U
(X \ B)) C (per (c)) X \ (Int(X \ A) UTnt(X \ B)) = X \ (Int(X \
A)NX\ (Int(X \ B)) = AN B.

Esempio con inclusione stretta: in R con la topologia euclidea si
prendano A ;= Qe B:=R\ Q. Allora ANB=0= ANB =10,
mentre A=B=R=ANB =R.




