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SOLUZIONI TUTORATO 8 (19 MAGGIO 2011)
OMOTOPIA E APPLICAZIONI CONTINUE

Dimostrare che se Y C R™ & convesso allora, per ogni spazio X, tutte le applicazioni continue
f X — Y sono tra loro omotope.

Sotto le stesse ipotesi dimostrare, inoltre, che se A € X e f,g : X — Y sono tali che
fla) =g(a),Va € A, allora f ~,.ca g.

Soluzione:

Siano f,g: X — Y due applicazioni continue.
Consideriamo 'applicazione F': X x [0,1] — Y definita da:

Fa,t) = (1 =) f(x) + tg(x)

Osserviamo che F' ¢ ben definita poiche, essendo Y convesso, V& € X il segmento tra
f(z),g(z)(€ Y) & interamente contenuto in Y.

Inoltre F' & continua (essendolo f e g) e vale che F(z,0) = f(x) e F(x,1) = g(z). Ne
concludiamo che F & un’omotopia tra f e g, da cui f e g sono omotope. La tesi segue
dall’arbitrarieta della scelta di f e g.

Inoltre se A C X e f,g: X — Y sono tali che f(a) = g(a), Va € A, omotopia F definita
sopra ¢ tale che F(a,t) = (1 —t)f(a) + tg(a) = f(a), Ya € A, ciod F & un’omotopia relativa
ad A tra f e g, dacui f ~¢a g.

(a) Considerare il luogo X C R? definito in coordinate polari da:
X={(p.9):1<p<2}
Dimostrare che & compatto e connesso per archi. Considerare gli archi a,b: I — X (in
coordinate ordinarie):
a(s) = (cos2ms, sin27s), b(s) = (2cos2ms, 2sin27s)
Dopo aver osservato che sono cappi definire una omotopia tra a e b in X. E’ possibile
definire un’equivalenza tra a e b7
Ripetere P'esercizio considerando gli archi ¢(s) = (1 + s,0), d(s) = (0,1 + s).

(b) Considerare lo spazio quoziente Y := X/ ~, dove ~ ¢& la relazione che identifica a(I) a un
punto. Dimostrare che il cappio ' : I — Y, immagine in Y del cappio b, ¢ equivalente
al cappio costante.

(¢) Considerare lo spazio quoziente Z := X/@ dove @ ¢ la relazione di equivalenza che
identifica a(I) a un punto e b(I) a un punto. Dimostrare che le immagini degli archi ¢
e d in Z sono equivalenti.

(d) Dimostrare che Z ¢ una superficie e classificarla.

Soluzione:

(a) Osserviamo che X ¢ la corona circolare chiusa delimitata dalle circonferenze centrate in
(0,0) di raggio 1 e 2.
X & compatto perche chiuso e limitato (X C D?).
Mostriamo che X e connesso per archi.



Siano p,q € X; allora p = (p1cos(f1),p1sin(f1)) e ¢ = (p2cos(bz), p2sin(fz)), 1 <
p1,p2 < 2. Un arco tra p e g € dato da:

((p1 4 3(1 = p1)t) cos(61), (p1 + 3(1 — p1)t) sin(61)) 0<t<1/3
Oé(t) = (COS(291 — 0y + 3t(62 - 91)), sin(291 — 0y + 3t(92 — 91)) 1/3 <t< 2/3
((3=2p2 +3(p2 — 1)t) cos(2), (3 — 2p2 + 3(p2 — 1)t)sin(f2)) 2/3 <t <1

Chiaramente a e b sono cappi poiche a(0) = (1,0) = a(l) e b(0) = (2,0) = b(1).
Consideriamo 'applicazione F; : I x I — X definita da

Fi(s,t) = ((t + 1) cos(2ms), (t + 1) sin(27s))

Mostriamo che F' & un’omotopia tra a e b:
e F ¢ ben definita, cioe Fi(s,t) € XV (s,t) € I x I; infatti si ha:
|1Fi(s,t)] =/ (t+1)2=|t+1| = (t+1). Essendo t € [0,1] siha 1l < | Fi(s,t)]| < 2,
cioe Fy(s,t) € X, V(s,t) € I x I.
e [ ¢ chiaramente continua.
o F(s,0) = (cos(2ms),sin(27s)) = a(s) e Fi(s,1) = (2cos(27s),2sin(27s)) = b(s).
Non ¢ possibile definire un’equivalenza tra a e b poiche a(0) = (1,0) # (2,0) = b(0).

E’ facile verificare che un’omotopia tra ¢ e d & data dall’applicazione Fy : I x [ — X

definita da
s e (5) 21 3)

Anche per ¢ e d non ¢ possibile definire un’equivalenza poiche ¢(0) = (1,0) # (0,1) =
d(0).

(b) Dall’esercizio 7 del tutorato 3 sappiamo che Y & D? = {x € R? : ||x|| < 1}. Siano
¢ : Y — D? un omeomorfismo. Sia b’ = ¢(b') 'immagine di ¥ in D? e a(t) =
cyr(0y(t) = ”(0) il cappio costante di base b”(0) . Essendo D? convesso, per l'esercizio
1, b e a sono omotopi; sia F : I x I — D? un’omotopia tra b’ e a.

Mostriamo allora che G := ¢ 1o F : I x I — Y & un’omotopia tra b’ e il cappio costante
B(t) := cy(0)(t) = b'(0) (osserviamo che B(t) = b'(0) = ¢~ 1(b”(0)) = ¢~ (a(?))).
e G ¢ ben definita, ciod G(s,t) € YV (s,t) € I x I; infatti G(s,t) = ¢~ 1o F(s,t) €
ploF(IxI)C o 1 (D?) =Y.
e (G ¢ continua perche composizione di applicazioni continue.
o G(s5,0) =¢71oF(5,0) = ¢ (b"(s)) = V'(s) e G(5,1) = ¢ 1o F(s,1) = ¢~ H(au(s)) =
B(s)-

Inoltre, essendo b’ e « cappi di stessa base b'(0), concludiamo che b’ e a sono equivalenti.

(¢c) Sia 7 : X — Z lapplicazione quoziente e siano ¢'(t) := 7w(c(t)) e d'(t) := n(d(t)). E’
facile verificare che 'applicazione H := wmo Fy : I x I — Z, dove Fy ¢ l'applicazione
definita nel punto (a), ¢ un’omotopia tra ¢’ e d'.

Inoltre, poiche si ha ¢/(0) = 7(c(0)) = 7(d(0)) = d'(0) e /(1) = 7(c(1)) = w(d(1)) =
d'(1), possiamo concludere che ¢’ e d’ sono equivalenti.

(d) Z & omeomorfo a S?, essendo il quoziente di Y =2 D? ottenuto identificando S* a un
punto.

3. Sia f:S™ — S™ lapplicazione antipodale, ossia f(x) = —x. Dimostrare che, se n & dispari,
allora f € omotopa all’identita.

Soluzione:



Sia n = 2k — 1; consideriamo ’applicazione F': S™ x I — S™ definita da:

F(x,t) = (z1 cos(nt) + xo sin(mt), x5 cos(mt) — xy sin(nt), . . ., Tak—1 cos(mt) + xay sin(mt),
Xy, cos(mt) — Tog—1 sin(nt)),

con x = (x1,...,To) € S™.

Dimostriamo che F' & un’omotopia tra f e I'identita:
e [ ¢ ben definita, cioe F(x,t) € S"V (x,t) € S™ x I; infatti si ha:
|F(x,t)|| = \/2? + 2%+ --- + 22, = ||x|| = 1 poiché x € S™.
e F' ¢ chiaramente continua.
o F(x,0) = (x1,...,295) = idgn(x) e F(x,1) = (—x1,...,—Tor) = —x = f(x).

. Si mostri che un disco aperto centrato nell’origine e privato dell’origine ¢ omotopicamente
equivalente ad una circonferenza. E’ anche omeomorfo ad una circonferenza?

Soluzione:
Diamo preliminarmente la definizione di spazi omotopicamente equivalenti.

Due spazi topologici X e Y si dicono omotopicamente equivalenti se esistono applicazioni
continue f: X - Y eg:Y — X tali chego f ~idx e fog~idy.

Siano 51 la circonferenza centrata nell’origine e di raggio 5 e B := D; \ {(0,0)} il disco
aperto unitario privato dell’origine.
Per dimostrare che 51 e B sono omotopicamente equivalenti dobbiamo, quindi, trovare due
funzioni continue f : B 51 eg: S1 — B tali che fog~idp echego f ~ids,.
2
Definiamo f e g nel modo seguente.
b4

f(x):m e g¢g(x)=x conx=(x1,x2)

E’ ovvio che fog~ idsé (vale in particolare f o g = ids% ). Mostriamo invece g o f ~ idpg.
Sia F'(x,t) : B x I — B l'applicazione definita da:
X
F(x,t)=tx+(1-— t) S
Dimostriamo che F' & un’omotopia; infatti:
e F' & ben definita, cioé F(x t) € BY(x,t) € B x I; infatti:
||F(x £ = Htx—i— Hais]| < w“ < 1A+l -1) <
1(1+(2—1)) =1 poiché x € B (ovvero 0 < [|x|| < 1) e t € I (ovvero 0 <t < 1).

Abbiamo cosi mostrato che F(x,t) € D1V (x,t) € B x I. Resta da far vedere che
F(x,t) # (0,0) ¥ (x,t) € BxI. Supponiamo si abbia F'(x,t) = (0,0) = x (t + %) =

0,078Vt 4 0ot — 0 2 x| ¢+ 1 — ¢ =0 "Lt = — a1 < 0: assurdo perchd
tel.

e [ ¢ continua in quanto ||x|| # 0.

e F(x,0)= T = =(go f)(x)e F(x,1) =x=1idp.

Ciaramente S 1e B non possono essere omeomorfi poiché la circonferenza & un compatto in
R? (chiuso e limitato) mentre B non lo & (in particolare non & chiuso).



5. Mostrare che ogni sottospazio stellato di R™ & contraibile.
Soluzione:

Un sottoinsieme A di R™ si dice stellato rispetto ad un suo punto x se, per ogni X in
A, il segmento
x0,x| ={(1 —t)xo+tx |0<t <1}

& contenuto in A.

Inoltre, uno spazio topologico si dice contraibile se & omotopicamente equivalente ad un
punto.

Quindi, considerando le applicazioni continue f: A — {xp} e g : {xo} — A definite da

f(x) =x0, Vx = (21,...,2,) € A, e g(x0) = X0

abbiamo che f o g = idy,), mentre go f ~ ida tramite 'omotopia F' : A x I — A con
F(x,t) = tx+ (1 — t)xo (I'ipotesi che A & stellato garantisce che F sia ben definita, essendo
il segmento [xg,x] C AVx € A). Segue la tesi.

6. Sia X uno spazio topologico e siano «, 8,7 cappi di base xq tali che a* (8% ) = (a* ) *~.
Provare che se X e di Hausdorff allora «, 3, sono costanti.

Soluzione:
Dimostriamo ’asserto per «, la verifica per § e 7y sara analoga.

Per definizione:

a(2t) 0<t<1/2
ax(Bxy) =4 PAt-2) 1/2<t<3/4
(At —3) 3/4<t<1

a(4t) 0<t<1/4
(axB)*vy = B4t —1) 1/4<t<1/2
V2t —1) 1/2<t<1

Dalla relazione o (8%7) = (a* (3) 7 otteniamo che a(4t) = a(2t) se t < 1. Ponendo quindi

4t = s abbiamo, V0 < s <1,

a(s) =« (%) =« (Z) =...= lim a(Qin) = a(0)

n—-+oo

Giustifichiamo 'ultima uguaglianza:

sia U un intorno di «(0); per continuita di & in 0, 3 § > 0 tale che se t € Iy := (—4§,0) =
a(t) e U.

Ma, allora, una volta fissato ¢, 3 ns tale che V.n > ns 5 € Is = a(5:) € U.

Abbiamo, dunque, dimostrato che a(0) € lim, . a(57); essendo X uno spazio di Haus-

dorff tale limite & unico e dunque lim,,_, ;o a(5%) = a(0).

In conclusione a(s) = «(0), V0 < s < 1, cioé « & costante.

7. Siano X e Y spazi topologici omotopicamente equivalenti. Dimostrare che X e connesso per
archi se e solo se Y lo e.

Soluzione:



X ed Y sono omotopicamente equivalenti; allora esistono due applicazioni continue f : X —
Yeg:Y — Xtalichego f~1Idx e fog~Idy.

Dimostriamo che se X & connesso per archi anche Y lo &. La dimostrazione del viceversa

sara analoga.

Siano y1, y2 € Y = g(y1), 9(y2) € X = essendo X connesso per archi, 3 a: I — X tale

che a(0) = g(y1) e a(1) = g(y2).

Sia ora F': Y x I — Y lomotopia tra foge Idy ( F(y
*

fg(y)) e Fy,1) = y).

,0) =
(y2,t) connette y; con y (3 & ben
fo

a(0) e (foa)l) = flg(y2)) =

Mostriamo dunque che I'arco 3 := F(y1,t)? * (f o a)
definito poiche F(y1,t)°(1) = F(y1,t)(0) = f(g(y1))
F(y2,1)(0)):
o B(0) = F(y1,1)° * (f 0 a) x Fy2,)(0) = F(y1,£)°(0) = F(y,t)(1) = y1;
o B(1) = F(y1,t)° * (f o a) = Fly2,)(1) = F(y2,)(1) = p2.



