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SOLUZIONI TUTORATO 6 (5 MAGGIO 2011)
VARIETA TOPOLOGICHE

Osservazione: Nelle soluzioni degli esercizi useremo indifferentemente le seguenti due definizioni
equivalenti di varieta topologica:

- Una varieta topologica di dimensione n & uno spazio topologico di Hausdorff X che soddisfa
il secondo assioma di numerabilita e tale che ogni p € X possieda un intorno aperto U,
omeomorfo a un aperto di R".

- Una varieta topologica di dimensione n & uno spazio topologico di Hausdorff X che soddisfa
il secondo assioma di numerabilita e tale che ogni p € X possieda un intorno aperto U,
omeomorfo a R™.

1. Dimostrare o confutare con un esempio le seguenti affermazioni:

(a)
(b)
()

Ogni sottospazio di uno spazio a base numerabile ¢ a base numerabile;
Il prodotto di due spazi a base numerabile ¢ a base numerabile;

Il quoziente di uno spazio a base numerabile & a base numerabile.

Soluzione:

(a)

(b)

Vero. Infatti se B & una base numerabile di uno spazio X e Y C X allora {ANY : A € B}
e una base numerabile del sottospazio Y.

Vero. Infatti, se A & una base di aperti di X e B & una base di aperti di Y, allora la
famiglia
C={AxB:Ac A BeB}

¢ una base di aperti del prodotto X x Y.
Se A, B sono numerabili, allora anche C & numerabile.

Falso. Consideriamo su R la relazione d’equivalenza ~ definita nel modo seguente
T~y =y oppure z,y € Z.

Mostriamo che R/ ~ non soddisfa il primo assioma di numerabilita; cid implichera che
R/ ~ non soddisfa il secondo assioma di numerabilita.

Indichiamo con p : R — R/ ~ la proiezione al quoziente e con [z] = p(Z) la classe
di equivalenza dei numeri interi. Supponiamo, per assurdo, che [z] abbia un sistema
fondamentale numerabile di intorni {U, } ,en. Possiamo assumere, senza perdita di ge-
neralitd, che U, sia aperto per ogni n € N; segue che p~1(U,,) ¢ aperto e contiene Z,
per ogni n € N.
Per ogni n € N, considero n e p~1(U,,); dal fatto che n € p~1(U,,) e che p~1(U,,) & aperto,
possiamo dunque trovare un numero 0 < d,, < % tale che [n — dp,n +d,] C p~H(U,).
L’aperto

A= (—o0, —%) U lJm—dn,n+dn)

neN

e saturo da cui p(A) & aperto ed &, quindi, un intorno di [z]. Ma allora dovrebbe
esistere n € N tale che U, C p(A4) : assurdo poiché, se cosi fosse, si avrebbe che
[n—dn,n+dy) Cp~H(Un) CSp ' (p(A)) = A



2. Dimostrare i seguenti risultati sulle varieta topologiche:

(a) le varietd topologiche di dimensione 0 sono tutti e soli gli spazi topologici discreti a
cardinalita numerabile;

(b) ogni sottoinsieme aperto di una varietd topologica & una varietd topologica della stessa
dimensione.

Soluzione:

(a) Sia X una varieta topologica di dimensione 0. Allora per ogni p € X esiste un intorno
aperto U di p omeomorfo ad R® = {0}; dalla biunivocita dell’omeomorfismo segue
dunque che U = {p} = {p} & aperto, cioe X & discreto. Inoltre, poiché X & a base
numerabile ed ogni base della topologia discreta deve contenere tutti i sottoinsiemi co-
stituiti da un solo punto, X ha cardinalita numerabile.

Sia viceversa X uno spazio topologico discreto a cardinalita numerabile. Verifichiamo
che X soddisfa le tre proprieta delle varieta topologiche.

i. X e Ty: infatti, ogni spazio discreto e di Hausdorff;

ii. X & Ny: l'insieme {{p} : p € X} costituisce una base per X numerabile;
ili. V p € X 3 un intorno aperto U, C X di p omeomorfo ad R%: sia p € X. Conside-

riamo l'intorno aperto U, := {p} di p e applicazione ¢ : U, — R tale che p(p) = 0;
€ biunivoca, continua e aperta e quindi € un omeomorfismo.

(b) Sia X una varieta topologica di dimensione n; allora X € Ty, Ny e V p € X 3 un intorno
aperto U, C X di p omeomorfo ad un aperto V}, di R".
Sia ora A un sottoinsieme aperto di X. Verifichiamo che A soddisfa le tre proprieta
delle varieta topologiche.
i. A e Ty infatti, ogni sottospazio di uno spazio di Hausdorff & di Hausdorff;
ii. A& Na: ogni sottospazio di uno spazio Na & Na (esercizio 1(a));
iii. V p € A 3 un intorno aperto U, C A di p omeomorfo ad un aperto V,; di R": siap €

A C X esia U, C X l'intorno aperto di p omeomorfo all’aperto V}, di R" tramite
¢ : Uy — V,. Consideriamo U, := U, N A C A intorno aperto di p in A. La
restrizione |y, : Uy — ¢(Uy) € un omeomorfismo e V; := p(U,) = ¢(Up, N A) & un
aperto di R™ in quanto ¢ ¢ aperta e U, N A & un aperto di Up.

3. Siano V) = {(z,y) e R?: (z - 1)2 +y?> =1} e Yo = {(x,y) € R?: (z + 1)? + 3% = 1}. Sia
Y =Y, UY, C R2. Dire se Y sia 0 meno una varieta topologica.

Soluzione:

Dimostriamo che Y non e una varieta topologica.

Supponiamo per assurdo che lo sia. Allora scelto P := (0,0) esiste un intorno aperto U di P
omeomorfo a R™; sia ¢ : U — R™ un omeomorfismo.

Osserviamo che si pud assumere U # Y: infatti ¥ non ¢ omeomorfo a R", Vn > 1 (Y &
compatto mentre R™ non & compatto se n > 1) né omeomorfo a R® (perche non & possibile
stabilire tra di essi una corrispondenza biunivoca).

Ne segue che la restrizione ¢[\¢py : U \ {P} — R™\ {¢(P)} ¢ un omeomorfismo, ma
questo ¢ un assurdo poiche U \ {P} ha 3 o 4 componenti connesse (ne ha 3 nel caso in cui
Y1 C U oppure Yo C U), mentre R™ \ {¢(P)} ha al pit due componenti connesse (nello
specifico R™ ha due componenti connesse se n = 1, mentre ¢ connesso per archi se n > 1).



4. Dire per quali valori del parametro t i seguenti sotto insiemi di R? sono curve topologiche:

(a) Co = {(z,y) ER? :ay +t =0}
(b) Dy ={(x,y) eR?: 22 +9?> —t =0}, t > 0.

Soluzione:

Richiamiamo che una curva topologica € una varieta topologica di dimensione 1.

(a) Mostriamo che C; € una curva topologica se e solo se ¢ # 0.

o t=0:

Supponiamo per assurdo che Cy sia una varietd topologica. Allora scelto P := (0,0)
esiste n € N e un intorno aperto U di P omeomorfo a R™; sia ¢ : U — R™ un
omeomorfismo.

Ne segue che la restrizione | (py : U\{P} — R"\{p(P)} & un omeomorfismo, ma
questo & un assurdo poiche U \ { P} ha 4 componenti connesse , mentre R\ {p(P)}
ha al piu due componenti connesse.

o t#£0:

Osserviamo, innanzitutto, che C; = {(z,—%):2 € R\ {0}}. Costruiamo un a-
tlante di C;.

Siano U7 := {(m, —%) x> O} elU; = {(w, —%) x < 0}; chiaramente C; = U;UUs.
Mostriamo che U; e Us sono omeomorfi ad aperti di R.
Sia py : Uy — R>Y tale che p((z,y)) = z. Si ha:
- p1 ¢ chiaramente suriettiva,
- p1 ¢ iniettiva: infatti, se p1((x1,11)) = p1((w2,y2)) = 21 = 22 = y1 = —% =
—;t? =y2 = (T1,41) = (22, Y2);
- p1 ¢ chiaramente continua;

- p1 ha inversa continua pfl :R>% — U, definita nel modo seguente

Ne segue che p; & un omeomorfismo. Analogamente si ottiene che po : Uy — R<?
tale che p((z,y)) = = & un omeomorfismo.
La famiglia {p1, p2} costituisce dunque un atlante di C;.

(b) Mostriamo che D; & una curva topologica se e solo se t > 0.

o t=0:
osserviamo che Dy = {(0,0)}. Ne segue che U := {(0,0)} & 'unico intorno aperto
di (0,0) e non & omeomorfo ad R, da cui Dy non & una curva topologica.

o t#0:
Chiaramente Dy = S! (un omeomorfismo ¢ dato dall’applicazione ¢ : Dy — S* tale

che p((z,v)) (%, %) Bastera, dunque, mostrare che S' & una curva topolog-
ica.

Siano N := (0,1) e S := (0,—1) e siano U; := S'\ {N} e Uy := S'\ {S};
chiaramente, S' = Uy UUs e U; 2 R 22 U, tramite le proiezioni stereografiche che
denotiamo rispettivamente con py,pe. L’insieme {p1,p>} ¢ un atlante per S*.



5. Dimostrare che ogni varieta topologica connessa ¢ anche connessa per archi. Dedurne che gli
aperti connessi di R™ sono anche connessi per archi.

Soluzione:

Per quanto visto nell’esercizio 10 del tutorato 5 sappiamo che uno spazio topologico con-
nesso e localmente connesso per archi € connesso per archi.

Quindi ai fini del nostro esercizio sara sufficiente mostrare che ogni varieta topologica & lo-
calmente connessa per archi.

Sia dunque X una varieta topologica e sia p € X. Dalla definizione di varieta topologica esiste
un intorno aperto U di p omeomorfo a un aperto V' di R™; sia ¢y : U — V un omeomorfismo.

Sia ora N un intorno di p = 3 A aperto tale che p € A C N.

Consideriamo B := ANU. B & chiaramente aperto e contiene p = ¢y (B) & un aperto
di R™ che contiene ¢y (p) = esiste un disco D, (pur(p)) di raggio r e centro ¢y (p) tale che
ou(p) € Dr(pu(p)) € pu(B). Ma allora ¢, (D, (pr(p))) & un intorno di p connesso per
archi (essendo D, (¢p (p)) connesso per archi) tale che ¢, (D, (¢r(p))) € BC AC N.

Chiaramente essendo gli aperti connessi di R™ varieta topologiche connese segue che essi
sono anche connessi per archi.

6. Costruire un atlante per ognuna delle seguenti superfici: il cilindro S* x R, P?(R).

Soluzione:

e ST xR:

Consideriamo gli aperti di S* x R Uy := [S1\ {(0,1)}] x R e U := [S1\ {(0,1)}] x R;
chiaramente U; U Uy = ST x R.

Mostriamo che U; e Uy sono omeomorfi ad R?; due omeomorfismi sono dati dalle appli-
cazioni

X
P17 - Ul - Rza cpl((xay7z)) - <1_y,2)

x
:Uy — R? =|——
2502 = B pal(o.n9) = (1502
Si osservi che, p; e ps sono ottenute dalle due proiezioni stereografiche di centro rispet-
tivamente (0,1) e (0, —1) e dall’identita di R.
Ne segue che la famiglia {¢1, 92} ¢ un atlante di S! x R.

° PQ(R):

Sia 7 : R3\ {0} — P?*(R) la proiezione e [xg, 21, ¥2] := 7(x0, z1,72). Per ogni i =0,1,2
consideriamo I'aperto di P*(R) U; = {[zo,z1,%2] : x; # 0}; chiaramente, P?(R) =
Uy U U, UUs.

Mostriamo che U; = R?; infatti, I’applicazione ¢; : U; — R? tale che

Lo L1 X2

(2,22

) )

%([xo, xhx?])

& un omeomorfismo. Ne segue che la famiglia {¢g, 01, @2} € un atlante di P?(R).

7. Sia X = D;UD, dove con D; indichiamo un disco chiuso in R?. Assegnare un omeomorfismo
tra C7 = 0D1 e Cy = 9Dy e dimostrare che il quoziente di X ottenuto identificano punti
corrispondenti di C; e Cy & omeomorfo a S2.

Generalizzare ’esercizio a S™.



Soluzione:

A meno di omeomorfismi, possiamo assumere che D; := {(z,y) € R? : (x —2)2 +y?> < 1} e
Dy = {(z,y) € R?: (2 +2)> +y* < 1}

Siano C; := 9D; = {(z,y) € R? : (x —2)2 +y? = 1} e Cy 1= 0Dy = {(x,y) € R? :
(r+2)%+y? = 1}. Consideriamo I'omeomorfismo ¢ : C; — Cy tale che ¢((x,y)) = (v —4,v).
Introduciamo su X la relazione di equivalenza ~ che identifica punti corrispondenti, tramite
p, di Cq e Cy, definita formalmente nel modo seguente:

p~q< (p=q)oppure (p € Cr,q € Ca e g= p(p)) oppure (p € Cz,q € C1 e p = ¢(q))

Sia m: X — X/ ~ Dlapplicazione quoziente.

Siano ora fi : Dy — S? e fo : Dy — S2 le applicazione definite nel modo seguente:
fl((xvy)) = (:L' - 2ay7 \/1 - (l’ - 2)2 - yz)a
faol(z,y) = (2 +2,5,/1— (x +2)2 — y?);

Definiamo allora 1’applicazione f : X — S? incollamento delle applicazioni f; e fo:

Vee X, f(x)= fi(x) se x € D,.

Ci si puo facilmente convincere che f ¢ un’identificazione. Inoltre risulta f(p) = f(g) ogni
volta che p ~ ¢, ovvero f € compatibile con ~. Dalla teoria sappiamo quindi che esiste
un’applicazione continua g : X/ ~— S? definita come segue:

9((m(x))) = f(x), Vr(z) € X/ ~.

Si puo facilmente verificare che g & biettiva.
Si ha quindi il seguente diagramma commutativo:

x 15 g2

7
s //
// g

X/ ~

Essendo g biettiva e f un’identificazione concludiamo che g ¢ un omeomorfismo, da cui
X/~ 82

L’esempio si puo facilmente generalizzare ad S™.

Siano Dy := {(21,...,2n) € R" : (21 —2)2 + - 22 < 1} e Dy := {(21,...,2,) € R" :
(x1 +2)2 +---22 < 1} e siano Cy := 9Dy e Cy := OD,. Consideriamo 1'omeomorfismo
p: C1 — Cy tale che o((x1,...2,)) = (1 — 4, z9,...,Ty).

Introduciamo su X la relazione di equivalenza ~ che identifica punti corrispondenti, tramite
p, di Cq e Cy, definita formalmente nel modo seguente:

p~q< (p=q)oppure (p € Cr,q € Co e q=p(p)) oppure (p € Cz,q € C1 e p = ¢(q))

Siano ora f; : Dy — S% e fy : Dy — S™ le applicazione definite nel modo seguente:

Al oy wn)) = (21— 2,02, J1— (21— 2)2 — 3 — - — a2),

fo((z ... xp)) = (21 72,3:2,...,:1%,\/1 —(r1+2)2—23— - —a22);
Definiamo allora 'applicazione f : X — S? incollamento delle applicazioni f; e fa:
Ve e X, f(z) = fi(x) se x € D;.

Procedendo come sopra si conclude che X/ ~2 S™.



