Universita degli Studi Roma Tre - Corso di Laurea in Matematica

Tutorato di GE220

A.A. 2010-2011 - Docente: Prof. Edoardo Sernesi
Tutori: Filippo Maria Bonci, Annamaria Iezzi e Maria Chiara Timpone
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SrAz1 DI HAUSDORFF E COMPATTEZZA

1. Dimostrare che l'essere T} (rispettivamente T5) & una proprieta topologica per uno spazio X.
Soluzione:
Ricordiamo che una proprieta si dice topologica se € invariante per omeomorfismi.

Siano dunque X e Y due spazio omeomorfi e sia g : X — Y un omeomorfismo; mostria-
mo che X ¢ T (risp. Tz) < Y e Ty (risp T).

Osserviamo, inoltre, che & sufficiente dimostrare una delle due implicazioni poiché 'inversa
di un omeomorfismo € ancora un omeomorfismo.

Ty Sia (X, Tx) uno spazio Ty = Vz € X,{z} & chiuso. Siay € Y = Jz € X tale che
g(z) = y. Essendo g un’applicazione chiusa segue che {y} & chiusoin Y =Y & Tj.

Ty Sia (X, Tx) uno spazio Ts.
Siano y1,y2 € Y, y1 # yo. Consideriamo xy := g7 (y1) e z2 := g~ !(y2); ¢ chiaro che
x1 # xo. Esistono, allora, per ipotesi, due aperti Ux, Vx C X taliche x; € Uy, x5 € Vx
eUxNVy =02.
Siano, ora, Uy := g(Ux) e Vy := g(Vx); si ha: y; € Uy, y2 € V3 con Uy, Vy aperti
in Y (g & aperta in quanto omeomorfismo) e Uy N Vy = &. Infatti: se, per assurdo,
esistesse 2 € Uy NVy = g 1(2) € g H({Uy NVy) = g Y (Uy)Ng 1 (Vy) =UxNVx = @:
contraddizione, in quanto g € suriettiva.
Segue la tesi.

2. Dimostrare che uno spazio X ¢ di Hausdorff se e solo se la diagonale A = {(z,z) : x € X} &
chiusa in X x X.

Soluzione:

=: Supponiamo che X sia di Hausdorff.

Mostriamo che A€ ¢ aperto in X x X verificando che tutti i suoi punti sono interni. Siano
x,y € X tali che (x,y) € A® = x # y. Per ipotesi, esistono due aperti U,V C X tali
chex eU,yeVeUNV =@. Chiaramente U x V & un aperto di X x X che contiene
il punto (z,y); sara dunque sufficiente far vedere che U x V' C A€ o equivalentemente
che UxV)NA=2.

Se, per assurdo, esistesse (z/,y) € (UxV)NA=2 €U,y eVead =y =>a' =y €
UNV = @: contraddizione.

<: Supponiamo che A sia chiusa (ovvero A° aperto). Siano z,y € X con z # y =
(z,y) ¢ A ovvero (z,y) € A°. Essendo A€ aperto 3U,V aperti di X tali che (z,y) €
UxV C A= a2 e UyeVeUNV = @ Infatti: se, per assurdo, esistesse
zeUNV = (z,2) €U xV C A® assurdo.

3. Sia X uno spazio topologico. Dimostrare che se X ¢ dotato della topologia cofinita allora X
¢ compatto.



Soluzione:

Sia {4;}ier un ricoprimento aperto di X.
Sia i € I; consideriamo A; = A; = X \ {z1,...,2,}. Vj = 1,...,n sla i; € I tale che

;€ Ay = X = A;U (U;LZI Aij), da cui, {43, A;,,...,A;, } & un sottoricoprimento finito di

X.

4. Date due topologie T e W su X con W < T dire quali delle seguenti affermazioni ¢ vera,
motivando la risposta:

(a)
(b)

se (X, T) & compatto = (X, W) & compatto;
se (X, W) & compatto = (X, 7T) & compatto.

Soluzione:

(a)

L’affermazione ¢ vera.

Supponiamo (X, 7T) compatto.

Sia U un ricoprimento aperto di X nella topologia W; in particolare, essendo T piu fine
di W, U & un ricoprimento aperto di X rispetto alla topologia T .

Dall’ipotesi di compattezza , possiamo estrarre da U/ un sottoricoprimento finito ¢4’. Ne
segue che (X, W) e compatto.

L’affermazione e falsa.

Un controesempio ¢ dato da uno spazio topologico X infinito dotato rispettivamente
della topologia discreta T e di quella cofinita W (W < 7).

Infatti, dall’esercizio 3, sappiamo che (X, W) & compatto, mentre (X, 7) non lo & perché
il ricoprimento aperto {{z},z € X} non ammette un sottoricoprimento finito.

5. Dire quali tra i seguenti spazi topologici sono compatti:

(a)
(b)

lo spazio proiettivo reale P"(R);

R rispettivamente con le topologie i4, jq, ts, Js-

Soluzione:

(a)

Richiamiamo dalla teoria che il quoziente di uno spazio topologico compatto € compatto
e che P"(R) &~ S™/ ~4 dove ~4 ¢ la relazione antipodale definita nel modo seguente:

T~y ey ==Lx.
Dalla compattezza di S™ (chiuso e limitato in R™) segue la compattezza di P"(R);

Osserviamo che jg,js sono piu fini della topologia euclidea ¢; poiché R non & compatto
in €, utilizzando l’esercizio 4, concludiamo che R non € compatto né in js né in jg;

Dimostriamo, inoltre, che R non € compatto nelle topologie is,i4. In particolare, bastera
provare l’asserto per una qualsiasi delle due topologie essendo (R, ;) =~ (R, i4).
Consideriamo, quindi, (R,i4) ed il ricoprimento U := {(—n,4+o00) : n € N} di R.

Se, per assurdo, I/ possedesse un sottoricoprimento finito I/’ allora esisterebbe ng € N
tale che R = (J 4. A = (—no, +00): contraddizione.

6. Sia X = D2\ {(0,0)}:

()

dimostrare che X non ¢ compatto senza usare il corollario 9.13.



(b) dimostrare che X/p & compatto, dove z py < I A # 0 tale che y = Az.

Soluzione:

(a) Consideriamo il ricoprimento aperto i = {D2(0) : n. € N\ {0}} di X.
Mostriamo che U/ non possiede un sottorlcoprlmento finito.
Se, per assurdo, esistesse un sottoricoprimento finito ¢4’ di U allora esisterebbe ng € N
tale che X C D ( ); ma questo ¢ impossibile perche, ad esempio, il punto P :=

(nO 0) € X non 5ta in D 2 2 (0).

(b) Per la tesi ¢ sufficiente far vedere che X/p ¢ omeomorfo a St/ ~ 4.
Consideriamo il seguente diagramma:

x 1L s

17

X/p -5 8"/ ~a
dove p e ¢ sono le applicazioni quoziente e f : X — S! & definita come segue:

x
f(z) = Tl Ve X.

Inoltre, essendo verificata la condizione:
zpx’ = f(z) ~a f(2'), Vz,2" € X,
possiamo definire g : X/p — S*/ ~4 nel modo seguente:

9([z],) = 9(p(x)) = q(f(x))

Da cio segue anche la commutativita del diagramma precedente.

A questo punto per dimostrare che g ¢ un omeomorfismo basta far vedere (come gia
fatto in altri esercizi simili) che g & biettiva e f & un’identificazione (in modo tale che
g o f sia un’identificazione, in quanto composizione di identificazioni).
e f & un’identificazione:
f @& chiaramente continua e suriettiva. Sia dunque A C S! tale che f~1(A) sia
aperto. E’ facile convincersi che A = S* N f~1(A), osservando che
F7HA) = {z = (rcosd,rsind) : (cosd,sind) € A, 0 < r < 1}. Ne segue che A &
aperto in ST

e g ¢ biettiva:

iniettivita: Siano [z], = p(x) e [2], = p(z') € X/p tali che g([z],) = g/([w’]p) =
§0(®) = 90() = 2 @) = 41 &) — F() = L") > 21 = L2 =z
:I:‘ll‘j,lhac =z=X, A= i\llf’\l #0=p(x) =p() = [z], = [2],.

surierrivitd: Sia [y]~, = q(y) € Sl/ ~a,y € St Per la suriettivita di f esiste
z € X tale che y = f(z) = [yl~, = q(f(z)) = g(p(z)) = g([z],), [z], € X/p.

7. Sia X uno spazio topologico e siano K, ..., K, sottoinsiemi di X.
Dimostrare che, se K1, ..., K, sono compatti allora K; U...U K,, & compatto.



Soluzione:

Sia K = K; U...K, e sia U un ricoprimento aperto di K; in particolare, i/ & un rico-
primento aperto di K;Vi=1,...,n. Dall’ipotesi di compattezza dei K;, Vi = 1,...,n esiste
un sottoricoprimento finito U; di U che ricopre K;.

Allora Uy U - - - UU, & un sottoricoprimento finito di U che ricopre K.

8. Sia X = M3(R) lo spazio delle matrici 2 x 2 con la topologia indotta dall’omeomorfismo

b
d al vettore (a,b,c¢,d).

Siano Y C X linsieme delle matrici invertibili e Z C X l’insieme delle matrici ortogonali.
Provare che Y ¢ un aperto e Z ¢ un compatto.

M3(R) ~ R* che fa corrispondere la matrice

Soluzione:

o YV :={A € X|det(A) # 0}.
Consideriamo ’applicazione continua det:Ms(R) — R che associa ad ogni matrice il suo
determinante. Posto U := R\ {0}, abbiamo che Y =det=*(U) e, quindi, Y & aperto in
M>5(R) in quanto preimmagine di un aperto tramite un’applicazione continua.

e Sia ¢ : (Ma(R), ¢~ 1(e)) — (R*, &) Pomeomorfismo tale che ¢ ((i Z)) = (a,b,c,d).

Sara, dunque, sufficiente dimostrare che ¢(Z) & un compatto in R*, ovvero che & chiuso
e limitato.
Osserviamo che:

Z;:{AeX|AtA:I}={<z Z)eX(CCL Z) (Z 2):1}:
{8 et 51E) =6 D))

Ne segue che:
¢(Z2) = {(a,b,c,d) €R': a® + 1> =1, ac+bd=0 e +d®=1}

Siano f1 = 22 + 2% — 1, fo = 1123 + 224, f3 = 23 + 25 — 1 con f; € R[z1, 22,73, 74],
fi tR* 5 R, Vi=1,23.
E’ chiaro che

3
9(2) = {x = (a,b,c,d) € R*:x € [71(0),i = 1,2,3} = (] f7(0).
i=1
Poiché i polinomi f; sono continui e {0} & chiuso in R si ha che ¢(Z) ¢ intersezione di

chiusi e quindi & chiuso in R*.

Resta da verificare che ¢(Z) ¢ limitato.
Sia x = (a,b,¢,d) € p(Z) = |x|? =a? + ¥+ +d?>=1+1=2= |x|| = V2.
Pertanto, ¢(Z) ¢ nella frontiera del disco D 5(0) di R* ed &, percio, un insieme limitato.

9. Sia f : X — Y un’applicazione d’insiemi; il grafico di f e

I'y={(z,f(z)) e X xY:2e X} C X xY.

Dimostrare che se X e Y sono spazi topologici, Y di Hausdorff, ed f ¢ continua, il grafico I'y
e chiuso in X x Y.



10.

Soluzione:

Mostreremo che I'“ ¢ aperto in X x Y.

Sia (z,y) € T° = y # f(x) = esistono due aperti U,V C Y tali che y € U, f(z) € Ve
unv =g.

Sia A := f~1(V): x € A ed, essendo f continua, A ¢ aperto in X. Consideriamo I'aperto
AxU di X xY; e chiaro che (z,y) € Ax U. Per la tesi rimane da far vedere che Ax U C I'°.
Infatti: se, per assurdo, esistesse (z/,y') € (AxU)NT =y = f(z') € f(A) = f(f~1(V)) C
V=¢y eUNV =a: assurdo.

Sia (R, T) lo spazio topologico indotto dalla distanza d: R x R — R cosi definita:

X

y
d(z,y) = - Y
d(z,y) 11|z 14y

, Ve, y € R.

(a) Verificare che la successione {75 }nen converge a 1 in (R, d).

(b) Verificare che la successione {n},en non converge in (R, d).
Soluzione:
(a) Sia z, = 1 per provare l'asserto mostriamo che fissato € > 0 dn. € N tale che

Ty € Dc(1), V> ne.
Osserviamo che:

n ] 1 1 1
dzp,)=d| ——,1) = |—2L _ = - ,
d( ) (n—l—l > L+ 550 1+ ‘2(2714—1)‘ 2(2n+1)

1-—2¢
4e

Ne segue che, scelto n, > , sl ha che, per ogni n > n., d(x,,1) < € cioe z,, € D.(1).

(b) Sia x, := n. Supponiamo, per assurdo, che z, converga ad a € R. In tal caso,
risulterebbe che la successione {d(z,a)} ¢ convergente a 0 in (R, d) dove d & la metrica
euclidea di R.

Ora:
n a

d =d =|— — —|;

7(xn7a) —(n?a’) n+1 1+|a| b
Notiamo che: ﬁm‘ < 1. Pertanto si ha:

n a n a a a

lim d(zp,a)= 1l — =1 1l 7 |=1]1- —1_ >
m d@aa) = Hm s = T T e T T T ’ 17 [q] 1+ |q

Dunque,{d(z, a)}neny non converge a 0 e si ha un assurdo.

0



