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1. Descrivere la topologia relativa su Z come sottospazio di R con la topologia cofinita. Dire se i punti sono
chiusi in questa topologia. Dire se la topologia discreta è strettamente più fine giustificando la risposta.

2. Sia X = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y > 0}. Dire quale dei seguenti sottoinsiemi sono chiusi in X con la topologia
di sottospazio di R2:

A = {(x, y) : xy = 1, x > 0};
B = {( 1

n , 1) : n ≥ 1, n ∈ N};
C = {(x, y) : x + y = 1, x > 0, y > 0};
D = {(1, 1

n ) : n ≥ 1, n ∈ N}.

3. Sia(X, T ) uno spazio topologico e siano A e B sottoinsiemi di X; verificare:

(a) Fr(A ∪B) ⊆Fr(A)∪Fr(B);
(b) Int(A ∪B) ⊇Int(A)∪Int(B); Int(A ∩B) =Int(A)∩Int(B);
(c) A ∪B = A ∪B; A ∩B ⊆ A ∩B;

4. Determinare opportuni intervalli A e B della retta euclidea R in modo che siano verificate le seguenti
condizioni:

(a) Fr(A ∪B) (Fr(A)∪Fr(B); Fr(A ∩B) *Fr(A)∩Fr(B); Fr(A ∩B) +Fr(A)∩Fr(B);
(b) Int(A ∪B) )Int(A)∪Int(B);
(c) A ∩B ( A ∩B;

5. Sia f : R → R l’applicazione cos̀ı definita: f(x) = x2, ∀x ∈ R. Consideriamo le seguenti topologie su R:
ε, id := {(b, +∞) : b ∈ R}∪ {∅}∪ {R}, jd (la topologia che ha per base l’insieme Bd = {[a, b) ⊆ R,∀a, b ∈
R, a < b}). Verificare che:

(a) f : (R, ε)→ (R, ε) è continua;
(b) f : (R, id)→ (R, id) non è continua;
(c) f : (R, jd)→ (R, jd) non è continua.

6. (a) Costruire esplicitamente un omeomorfismo tra due segmenti chiusi e limitati X ed Y assegnati in R2.
(b) Assegnate le poligonali di vertici rispettivamente P1(1, 3), P2(3, 1), P3(5, 1), P4(5, 4) e Q1(0, 0),

Q2(3, 2), Q3(5, 2), Q4(3, 0), costruire un omeomorfismo tra
∏

(P1, P2, P3, P4) e
∏

(Q1, Q2, Q3, Q4).
(c) Assegnate le poligonali di vertici rispettivamente P1(1, 3), P2(3, 1), P3(5, 1) e Q1(0, 0), Q2(3, 2),

Q3(5, 2), Q4(3, 0), costruire un omeomorfismo tra
∏

(P1, P2, P3) e
∏

(Q1, Q2, Q3, Q4).

7. Dimostrare che le topologie jd e js su R sono omeomorfe.

8. Dimostrare che se X è un insieme infinito con la topologia cofinita ogni aperto non vuoto è denso.

9. Sia (X, T ) uno spazio topologico separabile. Siano T ′ e T ′′ due topologie su X tali che T ′ < T < T ′′.

(a) Dimostrare che (X, T ′) è separabile;
(b) verificare con un esempio (X, T ′′) può non essere separabile.

10. Siano (X, T1) e (Y, T2) due spazi topologici metrizzabili. Se X ed Y sono insiemi con almeno due elementi,
verificare che T1 · T2 non è una topologia su X × Y .

11. Dimostrare che lo spazio topologico euclideo (R2, ε) verifica il 2◦ assioma di numerabilità, provando che
l’insieme (numerabile) di dischi euclidei D := {Dh(q), ∀ q ∈ Q2, h ∈ Q, h > 0} è una base di ε.


