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Esercizio 1.
Sia A anello e dimostrare che:

e A[z] & un anello (con 'usuale prodotto e somma tra polinomi)
e M, (A) ¢ un anello (rispetto la somma e il prodotto tra matrici)

e Sia I C A ideale (dx o sx) allora I[z] e M, (I) sono ideali (dx o sx)
rispettivamente di A[z] e M,,(A).

e Se A ¢ privo di zerodivisori allora lo ¢ anche A[z], ma non & vero per
M, (A).

Esercizio 2.

Siano I e J due ideali di A anello commutativo, dimostrare che:
e [J, I+ JelN.Jsonoidealidi A
o [JCINJ
o (JUJ):={> ai+fFjla,f €A, icl, je J}eunideale
o [+ J=(1UJ)
e Sel+J=A=1J=1+J

Si considerino in (Z, 4+, -) gli insiemi nZ := (n) = {nz | z € Z}:
e Dimostrare che nZ ¢ un ideale Vn € Z e che (n) = (—n).

e Determinare (14) N (4), (2) N (7), (2) + (4), (2) + (7), (2)(7), (7) + (4)

Esercizio 3.
Sian >2en=p®..ps* lasua fattorizzazione in numeri primi. Mostrare
che [a], € Z,, € nilpotente se e soltanto se p;...ps divide a

Esercizio 4.
Dimostrare che (P(S),U,N) ¢ un anello commutativo. Dimostrare inoltre
che P¢(S) := { sottoinsiemi finiti di S} ¢ un ideale di P(S)



Esercizio 5.

Un elemento a di un anello si dice idempotente se a®> = a.

Sia R € un anello commutativo, unitario e a € R, mostrare che:

(a) Se a ¢ nilpotente, allora a ¢ uno zero-divisore;

(b) Se a & idempotente, allora 1 — a & idempotente;

(c) Se a ¢ idempotente (diverso dall’unita) , allora a € uno zero-divisore;
(d) Sia a # 0, se a ¢ nilpotente, allora a non ¢ idempotente;

(e) Se a & uno zero-divisore, allora ab & uno zero-divisore Vb € R;

(f) Se a,b sono nilpotenti, allora a + b ¢ nilpotente;

(g) Se a ¢ nilpotente, allora ab ¢ nilpotente, per ogni b € R;

(h) Se u € R ¢ invertibile e a ¢ nilpotente, allora u + ab ¢ invertibile, per
ogni b € R.

Dedurne che Nil(R) := {elementi nilpotenti di R} ¢ un ideale mentre
Z(R) := {zerodivisori di R} no.



