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Esercizio 1. Trovare i punti interni, i punti di frontiera e i punti di accumulazione dei
seguenti insiemi, dire se sono aperti, chiusi, né aperti né chiusi.

- Vediamo esplicitamente qual ¢ I'insieme risolvendo la disequazione: otteniamo che
A={r e Rl —-1<x<0}. Troviamo i punti interni: V-1 < z < 0siae > 0:
e <min{d(z,—1),d(z,0)} = I =(r—e,x+€) CA= A = A, questo dimostra che
A ¢ aperto. Cerchiamo ora la frontiera di A: Ve >0 [ = (—1 —¢,—1+ ¢) contiene
sia punti di A che di A, anche la famiglia di intorni circolari J = (0 —¢,04¢) Ve > 0
contiene sempre punti di A e di A, quindi A = {—1,0}. Per quanto riguarda i

punti d’accumulazione, ogni punto = € ;1 ¢ d’accumulazione perché se cosi non fosse
31: Vo e I\{z} z € A (Z & un punto isolato) = ogni intorno di Z conterrebbe
punti di A® e quindi Z € JA contro l'ipotesi. Facciamo vedere ora che anche —1
e 0 sono punti d’accumulazione. Ve > 0 [ = (-1 —€¢,—-14¢€) : ANI # O
infatti V. =1 <z < -14ee€ ; Ve >0 J=(0-¢60+¢ : ANI # O

o

infatti V 0 — e < © < 0 € I; si vede facilmente che un punto di A non puo essere
d’accumulazione (visto che esiste un intorno tutto contenuto in A® che quindi non
contiene punti di A), quindi DA = [-1,0].

B= (—00,0), OB = {0}, DB = (—00,0], si vede che B & chiuso essendo B =
BUDB = B.

C(i‘: 0, 0C = C U{0}, DB = {0}, C non & né aperto né chiuso: infatti non & aperto
poiché non ha punti interni e non e chiuso poiché il complementare non e aperto.
Notate che questo ¢ un esempio di come non sempre gli insiemi costituiti da punti
isolati siano chiusi, questo succede perché si accumulano vicino lo 0.

+oo
D=D, 0D =N, DD = U [2n — 1,2n], D & aperto essendo uguale al suo interno.
n=1

[e)

E=0,0F =R, DE =R, Q non & né aperto né chiuso.

];Z (), OF = FU{0}, DF = {0}, F non & né aperto né chiuso.

Esercizio 2. Con il principio d’induzione, dimostrare le seguenti:
Mostro la risoluzione solo per il numero 1), gli altri si risolvono in maniera analoga.



- Dimostriamo che la relazione ¢ vera per la base d’induzione n = 1 (non & detto che
la base sia sempre questa, per esempio nell’esercizio 5) si usa, come base, n = 6):
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- Assumiamola vera per n e dimostriamola per n + 1:
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Esercizio 3. Dimostrare che, se jiq, fto, ..., ft, sono taliche 0 <y <1Ve=1,2,...,nsi

ha
(L= p)(X —p2) o (L= pon) 2 L= (pa 4 p2 + - - i)

Lo dimostriamo per induzione sul numero di ;.

-Basen=1: (1 —u)>1— ().

vale per n
- Vera per n dimostriamola per n 4+ 1: (1 — 1) -+ (1 — p15) (1 — fns1) >

(I= ()= pps) = 1= (a4 ) = fner + o (4 i) 2

>0
1 - (M1++Pln+ﬂn+1)
Esercizio 4. Per n € N si definisca n!! nel modo seguente:
M=1 2=2 (n+2)!'=(n+2)n!l
Trovare un’espressione esplicita per n!!l. Dimostrare che risulta (2n)!! = 2"nl.

Espressioni esplicite per il doppio fattoriale sono:
n dispari n(n—2)(n—4)---5-3-1

n pari nn—2)(n—4)---4-2

Il risultato lo si puo dimostrare per induzione.

Esercizio 5. Dimostrare che se A & un insieme con N elementi, P(A) ha 2 elementi.
Lo dimostriamo per induzione:

-basen=1:sefA=1 A={z}=P(A) ={0,z}etP(A)=2=2"

- vera per n = N: sia A un insieme con N + 1 elementi e sia T uno qualsiasi di essi, sia
B = A\{z}, sappiamo che {P(B) = 2", gli elementi di P(A) sono quelli di P(B) (che ha
cardinalita 2%V) insieme a tutti i possibili sottoinsiemi di B a cui si aggiunge 7 (la cardinalita
di questi sottoinsiemi ¢ quindi 2V), quindi fP(A) = 2. 2N = 2V +L,



