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§ Ad una festa un gruppo di ragazzi e di ragazze si conoscono e tra di loro nasce in interesse reciproco

§ Certo, non tu5 hanno la stessa preferenza per gli altri, non tu5 sono ricambia9, ma ci sono i presuppos9 
perché si vengano a creare delle coppie

§ Possiamo schema9zzare i sen9men9 fra i ragazzi dei due
gruppi con un grafo bipar9to completo

§ Sugli spigoli del grafo ripor9amo il grado di preferenza
(1 = massimo, 3 = minimo), che non sempre è «simmetrico»

§ Facciamo qualche valutazione:
• La coppia «Linus – Sally» è piu2osto stabile: entrambi hanno

espresso la preferenza per l’altro al primo posto
• Viceversa Lucy detesta Charie Brown e adora Schroeder;

quest’ulEmo però detesta Lucy e le preferisce Piperita Pa2y
che però è follemente innamorata di Charlie Brown!

• Trovare delle coppie in grado di resistere al tempo, non
sembra facile...
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Un problema di «accoppiamento»
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Un problema di «accoppiamento»

§ Semplifichiamo il contesto ed il problema che intendiamo affrontare con un altro esempio

§ Se Alberto è sposato con Anna e Bruno è sposato con Beatrice il legame tra Alberto e Anna è stabile nel 
tempo se:
• Alberto preferisce Anna ad ogni altra e al tempo stesso Anna preferisce Alberto ad ogni altro

oppure se
• Alberto preferisce Beatrice ad Anna, tu2avia Beatrice preferisce il suo Bruno ad Alberto

§ TuMavia, come si sa, «al cuor non si comanda» e quindi il legame tra Alberto e Anna è invece instabile (e 
potenzialmente a rischio) se:
• Alberto preferisce Beatrice ad Anna ed anche Beatrice preferisce Alberto al suo Bruno

oppure se
• Anna preferisce Bruno ad Alberto ed anche Bruno preferisce Anna alla sua Beatrice

§ Da9 due insiemi di partner potenziali, che esprimano delle preferenze sui sogge5 dell’altro insieme, 
vogliamo trovare, se esiste, un accoppiamento (matching) stabile tra gli elemen9 dei due gruppi
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Costruiamo un modello formale

§ Consideriamo due insiemi di elemen. X = {x1, ..., xn} e Y = {y1, ..., yn}

§ Un matchingM tra X e Y è un so2oinsieme di X × Y tale che per ogni (xh, yk), (xi, yj) ∈ M risulta xh ≠ xi e 
yk ≠ yj; il matching è massimale se ha la massima cardinalità (non è possibile aggiungere altre coppie senza 
riusare almeno uno dei due elemen. della coppia)

§ Se |X| = |Y| = n < ∞ allora è sempre possibile creare un matching massimale di cardinalità n; se |X| ≠ |Y| allora il 
problema è meno banale

§ Il problema della determinazione di un matching di cardinalità k fra tre insiemi fini. X, Y e Z è noto come 3DM 
(three-dimensional matching) ed è NP-completo

§ Costruiamo un grafo bipar.to completo Kn, n i cui due insiemi indipenden. siano X e Y; associamo un peso 
w(xi, yj) ad ogni coppia di ver.ci del grafo Kn, n che rappresen. la preferenza di xi rispe2o a yj

§ Si no. che:
• le relazioni sono asimmetriche: (xi, yj) ≠ (yj, xi)
• inoltre se w(x, yh) < w(x, yk) allora x preferisce yh rispe2o a yk (scriveremo in questo caso yh <x yk)

§ Il matching è instabile se esistono x ∈ X e y ∈ Y tali che (x, y’), (x’, y) ∈ M e w(x, y) < w(x, y’), w(y, x) < w(y, x’)

§ Cerchiamo, se esiste, un matching stabile tra X e Y
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Un esempio di matrimonio stabile (stable matching)

§ Consideriamo i seguen9 insiemi: X = {Alberto, Bruno, Carlo, Daniele}, Y = {Elena, Francesca, Giulia, Helga}

§ Supponiamo che valgano le seguen9 preferenze:

§ Il matching M = {(Alberto, Elena), (Bruno, Francesca), (Carlo, Giulia), (Daniele, Helga)} è instabile, perché 
Alberto e Francesca si preferiscono reciprocamente ai loro partner

§ Un matching stabile è ad esempio M = {(Alberto, Francesca), (Bruno, Elena), (Carlo, Helga), (Daniele, Giulia)}

§ Quan9 sono i possibili matching su due insiemi da n elemen9 ciascuno?
A ha n possibilità di scelta, B ha n – 1 possibili scelte, C ha n – 2 scelte, ...
Complessivamente abbiamo n! matching differen9
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• Alberto: G, F, H, E
• Bruno: F, E, G, H
• Carlo: F, H, E, G
• Daniele: G, E, H, F

• Elena: A, B, D, C
• Francesca: C, A, D, B
• Giulia: C, B, D, A
• Helga: B, A, C, D



Strategia delle separazioni successive

§ Si consideri il matching (A-E, B-F, C-G, D-H); è instabile perché Alberto e Francesca si preferiscono 
reciprocamente ai rispe5vi partner Elena e Bruno, allora A-E e B-F possono lasciarsi, in modo da 
consen9re a A-F di coronare il loro sogno d’amore 

§ Viene a crearsi il nuovo matching (A-F, B-E, C-G, D-H) che è instabile, perché Carlo preferisce Francesca a 
Giulia e Francesca preferisce Carlo ad Alberto 

§ Anche A-F e C-G si lasciano quindi, creando un nuovo matching: (A-G, B-E, C-F, D-H) 

§ Anche questo matching è instabile perché
Giulia preferisce Daniele ad Alberto e
Daniele preferisce Giulia a Helga 

§ A-G e D-H si lasciano dando luogo ad un
nuovo matching: (A-H, B-E, C-F, D-G) che 
finalmente è stabile 
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• Alberto: G, F, H, E
• Bruno: F, E, G, H
• Carlo: F, H, E, G
• Daniele: G, E, H, F

• Elena: A, B, D, C
• Francesca: C, A, D, B
• Giulia: C, B, D, A
• Helga: B, A, C, D



Strategia delle separazioni successive

§ TuMavia la strategia delle separazioni successive non rappresenta un buon algoritmo perché non funziona 
per ogni istanza del problema

§ Si consideri il matching tra gli insiemi X = {A, B, C} e Y = {a, b, c} con le seguen9 preferenze:

§ Procedendo per separazioni successive:
• (Aa, Bb, Cc) à (Ab, Ba, Cc)
• (Ab, Ba, Cc) à (Ac, Ba, Cb)
• (Ac, Ba, Cb) à (Ac, Bb, Ca)
• (Ac, Bb, Ca) à (Aa, Bb, Cc) à siamo tornaE alla situazione iniziale!

§ Il problema ammeMe comunque una soluzione stabile (come dimostreremo esiste sempre almeno una 
soluzione stabile): ad esempio (Ab, Bc, Ca)
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• A: b, a, c
• B: c, a, b
• C: a, b, c

• a: A, C, B
• b: C, A, B
• c: A, B, C



Generalizzazioni del problema del matrimonio stabile

Prima generalizzazione: |X| ≠ |Y|

§ Vogliamo applicare il problema del matrimonio stabile alla scelta/assegnazione del medico di base ai 
pazien9 di una ASL: supponiamo che X = {insieme dei medici}, Y = {insieme dei pazien9}, risulta 
ovviamente |X| < |Y|; il medico k-esimo può acceMare al massimo nk pazien9 

§ Anche nel caso della scelta di un corso di laurea a numero chiuso (X) da parte degli studen9 che 
intendono immatricolarsi (Y); anche in questo caso |X| < |Y|; il corso di laurea xk può acceMare al massimo 
nk studen9 

§ Il problema si riconduce al caso del matrimonio stabile definendo un nuovo insieme
X’ = {xk

(i), i = 1, 2, ..., nk, k = 1, 2, ..., |X|}
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Generalizzazioni del problema del matrimonio stabile

Seconda generalizzazione: liste di preferenza incomplete

§ Se nella lista di preferenza di alcuni elemen9 xk ∈ X mancano alcuni elemen9 yh ∈ Y e/o viceversa si 
aggiungono ai due insiemi X e Y due nuovi elemen9, i vedovi, vX ∈ X e vY ∈ Y 

§ Le liste vengono completate come segue, in modo tale da ricondursi al caso del problema con liste di 
preferenza complete: 
• si colloca vX come ulEma preferenza di vY e viceversa 
• si colloca vX come ulEma preferenza di ciascun elemento y ∈ Y, e viceversa 
• si aggiungono in un ordine arbitrario, dopo vX tuP gli elemenE mancanE alla lista di ciascun elemento y ∈ Y, e 

viceversa 
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Generalizzazioni del problema del matrimonio stabile

Seconda generalizzazione: liste di preferenza incomplete

§ Teorema. Per la versione completa del problema esiste un matching stabile in cui vX e vY sono associa9 se 
e solo se esiste un matching stabile nella versione incompleta del problema 

Dimostrazione.
• Se esiste un matching stabile per la versione completa, in cui (vX, vY) cosEtuiscono una coppia, allora lo stesso 

matching è stabile anche eliminando vX e vY , perché visto che vX è la scelta peggiore per vY e viceversa, 
evidentemente perché l’istanza completa del problema abbia un matching stabile con vX e vY accoppiaE, 
significa che nessun altro elemento di X e Y preferisce rispePvamente vY e vX al proprio partner

• Al contrario se esiste un matching stabile per il problema con le liste incomplete allora lo stesso matching, con 
l’aggiunta della coppia (vX, vY) è un matching stabile per il problema con le liste complete  ∎
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Algoritmo di Gale e Shapley

§ Nell’algoritmo di Gale e Shapley (1962) viene introdo2o un elemento fiPzio Ω aggiunto all’insieme X: rappresenta il 
partner meno desiderabile per ciascun elemento di Y e viene collocato in fondo alla lista di ciascun y ∈ Y

§ Inizialmente ogni elemento y ∈ Y è associato a Ω
§ L’algoritmo opera in modo asimmetrico sui due

insiemi: fissato un elemento x ∈ X procede
selezionando gli elemenE y in ordine decrescente
di gradimento per x

§ In questo modo il matching per x con l’elemento
y sarà acce2ato solo se è miglioraEvo rispe2o al
partner del precedente matching per y
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Algoritmo di Gale e Shapley
§ X = {A, B, C, D, Ω}, Y = {E, F, G, H}, n = 4

§ M1 = {(Ω, E), (Ω, F), (Ω, G), (Ω, H)}

§ k = 1, x = A, y = G

§ M2 = {(Ω, E), (Ω, F), (A, G), (Ω, H)}, x = Ω

§ k = 2, x = B, y = F

§ M3 = {(Ω, E), (B, F), (A, G), (Ω, H)}, x = Ω

§ k = 3, x = C, y = F

§ M4 = {(Ω, E), (C, F), (A, G), (Ω, H)}, x = B

§ k = 3, x = B, y = E

§ M5 = {(B, E), (C, F), (A, G), (Ω, H)}, x = Ω

§ k = 4, x = D, y = G

§ M5 = {(B, E), (C, F), (D, G), (Ω, H)}, x = A

§ k = 4, x = A, y = F, y = H

§ M5 = {(B, E), (C, F), (D, G), (A, H)}, x = Ω
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• Alberto: G, F, H, E
• Bruno: F, E, G, H
• Carlo: F, H, E, G
• Daniele: G, E, H, F

• Elena: A, B, D, C, Ω
• Francesca: C, A, D, B, Ω
• Giulia: C, B, D, A, Ω
• Helga: B, A, C, D, Ω



Algoritmo di Gale e Shapley

§ Teorema 6. L’algoritmo STABLEMARRIAGE produce un matching stabile per ogni istanza del problema. 
Dimostrazione.
• Se al passo 10 y viene rimosso dalla lista delle preferenze di x allora non esiste un matching stabile che con;ene (x, y);

infa= se y viene rimosso, vuol dire che y ha preferito un altro elemento x’ ∈ X a x: dunque y preferisce x’ e 
x’ preferisce y ad ogni altro elemento presente nella propria lista (la scelta per i matching avviene rispe2ando l’ordine 
di preferenza degli elemen; di X)

• Se ad un certo passo viene prodo2a la coppia (x, y) e x preferisce y’ a y, allora vuol dire che nei passi preceden; 
dell’algoritmo y’ ha rifiutato x preferendo il proprio partner

• Due elemen; di Y non possono essere associa; allo stesso elemento di X (a meno dell’elemento aggiun;vo Ω)
• La situazione di accoppiamento di ciascun elemento di Y non peggiora mai durante l’esecuzione dell’algoritmo; infa= 

inizialmente risulta (Ω, y) per ogni y ∈ Y (accoppiamento peggiore in assoluto); successivamente l’accoppiamento di y
cambia solo se la nuova proposta migliora la precedente (condizione al passo 6)

• La lista di preferenza di ogni elemento x ∈ X non diventa mai vuota; se così fosse, infa=, vorrebbe dire che x è stato 
rifiutato da ogni y ∈ Y, il che non è possibile, visto che |Y| = |X|

• Quindi l’algoritmo è ben definito e che termina sempre individuando un matching
• Il matching con cui termina l’algoritmo è stabile; infa= per ogni coppia (x,y) ∈ M, se x preferisce y’ a y, significa che y’

ha preferito a x un altro elemento di X; dunque la preferenza di x per y’ non comprome2e la stabilità del matching ∎
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Algoritmo di Gale e Shapley

§ L’algoritmo produce la soluzione o5male per ciascun elemento di X: ogni elemento x ∈ X non potrebbe 
essere associato ad un diverso partner senza rendere instabile il matching

§ Al tempo stesso l’algoritmo produce la soluzione peggiore (la meno gradita tra quelle acceMabili dagli 
elemen9 di Y) per ciascun elemento di Y:
• sia (x, y) una coppia del matching stabile prodo2o dall’algoritmo; in un altro matching stabile, non prodo2o 

dall’algoritmo, risultano le coppie (x, y’) e (x’, y)
• ma siccome x preferisce y a y’ (la soluzione prodo2a dall’algoritmo è oPmale per gli elemenE di X) allora 

significa che y preferisce x’ a x, perché altrimenE il secondo matching non sarebbe stabile

§ La complessità dell’algoritmo è O(n2), dove n = |X| = |Y|

§ Non è vero quindi che «in amor vince chi fugge» (Ovidio?)
• l’algoritmo di Gale & Shapley sembra dimostrare proprio il contrario: la strategia di «a2acco» degli elemenE di X 

li favorisce nella scelta del partner
• gli elemenE di Y sono invece penalizzaE dalla loro strategia «a2endista»
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