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1. (Primo Esonero TN1 - 11 aprile 2008). Un numero naturale si dice
perfetto se o(n) = 2n.

Provare che:

a) Se2°—1cons€Z,s>1, éprimo, allora s é primo (un numero di
questa forma si dice primo di Mersenne).

b) Se2*—1con s € Z, s > 1 & primo, allora n = 2571(2°—1) ¢ perfetto.

c) Se n ¢ un numero perfetto pari, allora n ¢ della forma 2°71(2° — 1),
con s > 1e 2% —1 primo.

2. Si dimostri che la funzione p di Mobius é moltiplicativa, ma non total-
mente moltiplicativa. Si dimostri, inoltre, che

(,u*l)(n):{ (1) Z;i : dove 1(n) =1 Vn.

3. Sidimostri che, per ogni f, g, h funzioni aritmetiche, valgono le seguenti

affermazioni:

a) frxg=gxf;
b) (f*xg)xh=fx(g*h);
1 n=1

c)f*u:f:u*f,doveu:{() nAl

d) se f(1) # 0 e definiamo ricorsivamente:

1

[~ (n) = ,
iy dn f(5) @] n>1
d<n

allora f* f ' =u=f"1xf.



4. Si dimostri che se f e g sono funzioni moltiplicative, allora é tale anche
il loro prodotto di Dirichlet f * g.

5. Mostrare che valgono le seguenti uguaglianze::

a) pt =1
b) e =@ 1;
c) p=ex*u;
d) 1=r7xpu;

e) € = 0 * U
6. Sia f(n) := |{p primo | p|n}|. Mostrare che per ogni z € C la funzione
g.(n) := 2™ ¢ moltiplicativa.

Calcolare inoltre (g; * 11)(28) e (g; * p)(60).



