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1. Si consideri l’applicazione g : R −→ R definita da g(x) = 1
x2+1 .

(a) Determinare Im(g).
(b) Descrivere la relazione nucleo di g, ≡g.
(c) Determinare R/ ≡g.

2. In X = {m ∈ Z | − 5 ≤ m ≤ 5} si consideri la seguente relazione
d’equivalenza ρ:

mρn ⇔ m2 + 3m = n2 + 3n (con m,n ∈ X).

(a) Determinare la partizione di X associata alla relazione ρ.
(b) Sia φ : Z −→ Z definita da φ(m) = m2 + 3m− 7; sia ≡φ la relazione

nucleo di φ; per ogni m ∈ Z determinare la classe di equivalenza
modulo ≡φ di m.

3. Si consideri l’applicazione f : N×N −→ N definita da f ((a, b)) = a+2b+1.

(a) Trovare Im(f) e verificare che f non è iniettiva.
(b) Descrivere le classi d’equivalenza rispetto alla relazione nucleo di f

dei seguenti elementi di N× N: (0, 0), (3, 1), (7, 2).

4. Utilizzando il principio di induzione si dimostri che:

(a) per ogni n ≥ 1 si ha che 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2;
(b) per ogni n ≥ 1 si ha che 1(1!) + 2(2!) + · · ·+ n(n!) = (n + 1)!− 1;
(c) per ogni n ≥ 1 si ha che

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
;

(d) per ogni n ≥ 1 si ha che

13 + 23 + · · ·+ n3 =
(

n(n + 1)
2

)2

;

(e) per ogni n ≥ 4 si ha che n! > n2;
(f) per ogni n ≥ 6 si ha che n! > n3;
(g) per ogni n ≥ 1 si ha che

(−1)1 + (−1)222 + · · ·+ (−1)nn2 = (−1)n n(n + 1)
2

.

5. Sia (an)n∈N la successione di numeri naturali definita da:

a0 = 2, a1 = 3, e per ogni n ≥ 1 an+1 = 3an − 2an−1.

Utilizzando il principio di induzione forte, provare che per ogni n ≥ 0 si
ha che

an = 2n + 1.
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