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AL4 - Numeri Algebrici (Prof. S. Gabelli)

Esercizi 1

. Costruire esplicitamente i campi:

Q(vV2), Q(V3+2i), Q(W3,V5), QW5 V5+2i), Q(V2,V3).

. Sia K un ampliamento quadratico di Q. Mostrare che K = Q(+/d),
dove d € 7Z ed e privo di fattori quadratici.

. Siano a, b due interi positivi. Mostrare che

Q(va, Vb) = Qava + yVb),
per ogni z, y € Q\ {0}.
. Siano m,n > 2 due interi coprimi. Mostrare che
Q(V2, ¥/3) =Q(V2¥/3).
. Mostrare che, per ogni m,n > 2,

Q(V2, ¥2) = Q(v2),

per un opportuno r > 2.

. Sia F' C K un ampliamento di campi e sia a € K. Mostrare che

(a) « ¢ algebrico su F se e soltanto se a” € algebrico su F' .

(b) Se « ha grado dispari su F, allora o ha lo stesso grado di a.

. Determinare due basi diverse su QQ dei seguenti campi'
QWV2,¥2). Qv2,vV2+v2), Q(v2,V2+72), Qv2,VV3+V2).

. Determinare il grado di 7 + % su Q(7?).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Determinare I'inverso di v/5 4 1 in Q(v/5).
Determinare 'inverso (razionalizzato) di 1 + V2 — 24/3.

Sia a una radice del polinomio 4X* 4 5X + 10. Determinare 'inverso
dia®+a+1inQ(a).

Determinare un elemento primitivo per i seguenti ampliamenti di Q:

Q(V2,v2); Q(V2,v2); Q(V2,V5); Q(v2,v3,V5); Q(V5,V7,V2).

Sia & € C una radice primitiva undicesima dell’'unita. Determinare il
grado di £ + &1 su Q.

Siano «a := /2, € € C una radice primitiva terza dell’unith e K :=
Q(a, &). Mostrare che o — a€ & un elemento primitivo per K su Q
mentre a + o€ non lo e.

Sia 6 una radice del polinomio X® — X% — 1 € Q[X]. Determinare il
polinomio minimo su Q dell’elemento 2.

Sia a € C algebrico su Q con polinomio minimo m(X) = ag +
a1 X + --- + X" Mostrare che a ¢ un autovalore, di autovettore
v:=(1,a,...,a" ), della matrice

0 1 0 0

0 0 1 0

A= :
0 0 0 1
—ayp —a; —ag ... —Anp—1

Dedurne che un numero « ¢ algebrico se e soltanto se ¢ un autovalore
di una opportuna matrice (quadrata) su Q.



