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Parte 1

Algebra Commutativa






CAPITOLO 1

Anelli ed ideali

1. Richiami

NoTAZIONTI Nel seguito, supporremo sempre (tranne quando diversamente specificato)
che A sia un anello commutativo con unita; denoteremo con 0 l’elemento nullo e
con 1 l'unita.

OSSERVAZIONE 1.1 A priori, non ¢ escluso che 0 = 1; osserviamo pero che cio si verifica
solo se A = {0}; infatti, se 0 = 1 si ha, moltiplicando ambo i membri per x € A,
O=z,equindiz=0V x € A

NotA Imporremo che gli omomorfismi tra anelli portino 'unita nell’unita. Denoteremo
poi con

Kerf={xe A| f(z) =0}

il nucleo di un omomorfismo f: A — A’, con
Im f = {f(a) | a € A}

la sua immagine, e con
CoKer f = A//Imf

il suo conucleo.

OSSERVAZIONE 1.2 Ricordiamo che un omomorfismo f € iniettivo se e solo se Ker f &
formato dal solo elemento nullo, ed & suriettivo se e solo se CoKer f ¢ formato dal
solo elemento nullo.

NoOTAZIONI Seguendo la notazione germanica, denoteremo gli ideali di un anello A con
le lettere gotiche a, b, ....

OSSERVAZIONE 1.3 Ricordiamo che se a € un ideale di A, nasce spontaneamente 1'in-
sieme quoziente

A ={e+a|zecA}
costituito dai laterali di a; esso forma un anello, e vi € ’omomorfismo canonico
T A— A/a
definito da w(x) = « + a, il cui nucleo & proprio a; grazie allora al TEOR. di cor-

rispondenza, esiste una biiezione fra gli ideali di A contenenti il nucleo (a) e gli
ideali di 4.

DEFINIZIONE 1.1 Ricordiamo che in un anello A un elemento non nullo a si dice divisore
dello zero se esiste b # 0 tale che ab = 0.

Un anello privo di divisori dello zero si suole chiamare un dominio (d’integrita).

7



8 I. ANELLI ED IDEALI

DEFINIZIONE 1.2 Un elemento a € A si dice nilpotente se esiste n € N tale che =™ = 0.
OSSERVAZIONE 1.4 Ogni elemento nilpotente & un divisore dello zero.

DEFINIZIONE 1.3 Un elemento a € A si dice invertibile se esiste b € A tale che ab = 1;

b si dira allora Uinverso di a e lo si denotera con a~1.

OSSERVAZIONE 1.5 Un elemento invertibile non puo essere divisore dello zero. Infatti,

se a ¢ invertibile, da ab = 0 segue a~'ab = 0 e quindi b = 0.

DEFINIZIONE 1.4 Ricordiamo che un anello non banale in cui ogni elemento non nullo

¢ invertibile si dice un campo.

PROPOSIZIONE 1.1 Le seguenti condizioni sono equivalenti:
(1) A ¢é un campo;
(2) gli unici ideali di A sono (0) ed A;

(3) se B & un anello, ogni omomorfismo non nullo f: A — B é iniettivo.

Dimostrazione. (1) = (2) Sia a un ideale non banale di A; esiste allora = € a non nullo,

ed essendo A un campo, x & invertibile; si ha allora 1 = 2 'z € a, e quindi a = A.

(2) = (3) Essendo f non nullo, il suo nucleo ¢ distinto da A; ma il nucleo di

un omomorfismo ¢ un ideale, e I'unico ideale di A distinto da A & (0), e quindi
Ker f = (0), ossia f & iniettivo.

(3) = (1) Sia = € A; consideriamo l'omomorfismo canonico 7: A — A/(x); se

7 & nullo, allora, per la suriettvita di 7, si ha A/(x) = {0} e quindi (z) = A, ossia

z ¢ invertibile; se 7w € non nullo, & per ipotesi iniettivo, e quindi = = 0; pertanto,

tutti gli elementi non nulli sono invertibili. O

DEeFINIZIONE 1.5 Un ideale p di A si dice primo se p # A e da xy € p segue x € p
oppure y € p.

Un ideale m di A si dice massimale se m # A edam C a C Asegue a =m

oppure a = A (ossia, m & massimale nella famiglia degli ideali, ordinata rispetto

all’inclusione).

PROPOSIZIONE 1.2 Un ideale p é primo se e solo se A/p e un dominio; un ideale m é

massimale se e solo se A/m € un campo.

Poiché ogni campo é un dominio, ogni ideale massimale é primo.

OSSERVAZIONE 1.6 Siano A, A’ due anelli commutativi con unita, e sia f: A — A’ un
omomorfismo; se a’ ¢ un ideale di A’, a = f~!(a’) ¢ un ideale di A.

Tale corrispondenza conserva la primalita; infatti, se p’ & un ideale primo di A’
ep = f1(p’) & il corrispondente ideale di A, f induce un’immersione di A/p in
A//p/; essendo poi p’ primo, A//p/ € un dominio, ed allora A/p sara un dominio (in
quanto sottoanello di un dominio), ossia p sara primo.

La corrispondenza non conserva pero la massimalita, poiché non tutti i sot-
toanelli di un campo sono campi (basta pensare a Z C Q); tuttavia, se f & surietti-
vo, la massimalita viene conservata, poiché I'immersione A/m — A//m/ ¢ in realta
un isomorfismo, e pertanto, se il secondo insieme & un campo, anche il primo lo

sara, ossia: se m’ & massimale, anche m lo &.
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TEOREMA 1.1 Ogni anello commutativo non banale con unita A possiede un ideale

massimale.

Dimostrazione. Sia M la famiglia degli ideali propri di A; M ¢ non vuota, in quanto
(0) € M, ed & parzialmente ordinata dalla relazione di inclusione; inoltre, un ideale

di A & massimale in A se e solo se & un elemento massimale della famiglia M.
Proviamo che ogni catena di M ammette un maggiorante; sia allora {a,},cg

una catena di M; sia a = | 0q; poiché gli ideali a,, sono contenuti I'uno nell’al-

acs
tro, a & un ideale; inoltre a, C a V «a € S; per provare che a & un maggiorante della
catena, occorre provare che a € M, ossia che a # A. Se, per assurdo, fosse a = A,
si avrebbe 1 € a, e quindi esisterebbe & € S tale che 1 € ag, ossia ag = A ¢ M,
assurdo.

E cosi provato che a & un maggiorante della catena e, per l'arbitrarieta della
scelta della catena, risulta provato che ogni catena di M ha un maggiorante; &
allora possibile applicare il LEMMA di Zorn, che assicura che M ha un elemento
massimale; come gia osservato, un tale elemento ¢ proprio un ideale massimale di

A, e la tesi & cosi provata. O

COROLLARIO 1.1 Ogni ideale proprio a di un anello commutativo non banale con unita

A ¢ contenuto in un ideale massimale.

Dimostrazione. L omomorfismo canonico 7: A — A/a ¢ suriettivo; allora, preso un
ideale massimale m’ di A/a (che esiste per il precedente TEOR.), si ha che 71 (m')
¢ un ideale massimale di A contenente a, e quindi la tesi. O

COROLLARIO 1.2 Ogni elemento mon invertibile di un anello commutativo non banale

con unita A ¢ contenuto in un ideale massimale.

Dimostrazione. Sia x un elemento non invertibile di A; allora (z) ¢ un ideale proprio di
A, e quindi, per il COR. precedente, esiste un ideale massimale m di A che contiene

(z), e quindi, in particolare, x. O

NoTA Nel seguito supporremmo, tranne quando diversamente specificato, che gli anelli

di cui si parla siano non banali.

DEFINIZIONE 1.6 Un anello A si dice locale se ha un solo ideale massimale m; in tal

caso, il campo A/m si dice campo residuo di A.

PROPOSIZIONE 1.3 Sia A un anello commutativo con unita e sia m un suo ideale; se
ogni elemento di A\ m é invertibile, allora A € locale ed m € il suo unico ideale

massimale.

Dimostrazione. Sia a un ideale proprio di A; gli elementi di a sono allora non invertibili,

e quindi a € m; m ¢ allora I'unico massimale, ed A & locale. O

PROPOSIZIONE 1.4 Sia m un ideale massimale di A; se il laterale 1 +m & formato da
soli elementi invertibili, allora A ¢ locale.

Dimostrazione. Sia © ¢ m; si ha m C m + (z) e quindi m + (z) = A; in particolare,
esistonom € me A € A taliche 1 = m+ Az, ossia A\x = 1—m € 1+m, e quindi Az &
invertibile; in particolare, x sard allora invertibile. E cosi provato che ogni elemento
di A\ m ¢ invertibile, e quindi A & locale. O
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PROPRIETA degli ideali primi.
Gli ideali primi p di un anello commutativo con unita A godono delle sequenti
proprieta:
(1) se Ni—, a; C p, allora a; C p per qualche i;
(2) se iy a; =p, allora a; = p per qualche i;
(3) se a C U, ps, allora a C p; per qualche i.

Dimostrazione. Proviamo la (1), ragionando per assurdo. Supponiamo che, per ogni
i=1,2,...,n,esista a; € a; \ p; risultando [[;_, a; €a; Vj=1,2,...,n,si ha
[T, @i € N, a; € p e quindi deve esistere un ¢ tale che a; € p, contro la scelta
degli elementi a;.

Proviamo ora la (2); per la (1), esiste a; C p;ma p C ﬂ?:l a; C a;, e quindi
p C a;; si ha quindi 'uguaglianza a; = p.

Proviamo infine la (3), provando che se a ¢ p; Vi =1,2, ..., n, allora a ¢
U?:l P

Ragioniamo per induzione sul numero n di ideali primi p;. La tesi & banalmente
vera nel caso si abbia un unico ideale primo p (base dell’induzione); supponiamo

ora la tesi vera per n — 1 (n > 1), e proviamo la tesi per n.

Fissiamo i =1, 2, ..., n; avendosi in particolare a  p; per j # i, ed essendo la
proprieta vera nel caso di n— 1 ideali, possiamo dire che a Z J i g e quindi esiste
x; € a tale che x; ¢ p; V j # 4. Al variare di i = 1, 2, ..., n otteniamo n elementi
Z1, T2, ..., Ty di a. Se esiste i tale che z; ¢ p;, sihax; ¢p;, Vji=12 ..., n,
e quindi a ¢ U;-lzl p;, che ¢ quanto volevamo provare. Se invece x; € p; V i =
1, 2, ..., n, consideriamo ’elemento

n
Y= Z H:rj SN
i=1 \j#i
e proviamo che y ¢ p; Vi=1,2, ..., n (da cui seguira la tesi).

Supponiamo per assurdo che cio non sia vero; esistera allora un p; contente y;

per la scelta degli z;, si ha Hj# ;¢ p;e Hj;éh xj € p; ¥V h # i; si ha d’altra parte

=2 (1les ) =11

h#i \j#h i
ed il primo membro & un elemento di p;, mentre il secondo no; cio & evidentemente

un assurdo, e la tesi ¢ quindi vera. O
OSSERVAZIONE 1.7 La proprieta (3) continua a valere anche se al pitt due ideali non
sono primi.
1.1. Alcuni ideali particolari.

DEFINIZIONE 1.7 L’insieme N degli elementi nilpotenti di A si suole chiamare il nilrad-
icale di A.
PROPOSIZIONE 1.5 N ¢ un ideale.

Dimostrazione. Occorre provare che N & chiuso rispetto alla somma e che A/ gode della

proprieta d’assorbimento.
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Proviamo che A & chiuso rispetto alla somma; se x,y € N, esistono n,m € N
tali che ™ = y™ = 0; proviamo che = + y € nilpotente con potenza n+m — 1; si ha
infatti

n+m—1 n+m 1

+m—1 - i —1—i

({L‘ + y)n m _ Z ( . )xlyn-‘rm z,
=0

e la somma a secondo membro € tutta costituita da zeri in quanto, se i > n, si ha

2 =0;sei<n,sithan+tm—-1—i>m—12>mequindi y"™1~% = 0; si ha

mtmel — 0, e quindi 2 +y € N, ed & cosi provata la chiusura di N/

allora (z + y)
rispetto alla somma.

La proprieta di assorbimento degli ideali & pure banalmente verificata, in quan-
to, se x € N/, con esponente di nilpotenza n, ed a € A, si ha (ax)" = a2 =0, e

quindi ax € N. O

PROPOSIZIONE 1.6 1l nilradicale di A é lintersezione di tutti gli ideali primi di A.

Dimostrazione. Proviamo innanzi tutto che N’ & contenuto nell’intersezione degli ideali
primi. Fissato z € N, sia n il suo esponente di nilpotenza; per ogni ideale primo p
di A siha 0 € p, ossia 2™ € p, e quindi = € p (per la definizione di ideale primo).

Viceversa, proviamo che A contiene I'intersezione degli ideali primi; equiva-
lentemente, proviamo che se = ¢ N, allora esiste un ideale primo p di A che non
contiene x.

Sia x ¢ N. Sia M la famiglia degli ideali a C A tali che " ¢ aV n € N; essendo
x ¢ N, siha 2™ ¢ (0) Vn €N; quindi M & non vuota, in quanto (0) € M.

Verifichiamo che M soddisfa le ipotesi del LEMMA di Zorn. Sia C = {aa},cg
una catena di M; I'insieme a = [J, g 0o € un ideale, e risulta a € M (cio si prova
come nel TEOR. 1.1); a & allora un maggiorante della catena C; data l’arbitrarieta
della scelta di C, possiamo affermare che ogni catena di M ha un maggiorante, e
quindi M soddisfa il LEMMA di Zorn, che assicura l’esistenza in M di un elemento
massimale p; per provare la tesi basta provare che p & primo e che z ¢ p.

Essendo p € M, si ha 2™ ¢ p V n € N, e quindi in particolare x ¢ p.

Proviamo infine che p & primo; essendo = ¢ p, si ha p # A; siano ora y,z € A
tali che yz € p; proviamo che y € p oppure z € p. Se per assurdo si avesse y & p e
z ¢ p, idueideali p+(y) e p+(2) conterrebbero propriamente p; per la massimalita
di p in M si avrebbe allora p+(y) ¢ M e p+(z) ¢ M; esisterebbero allora n,m € N
tali che 2™ € p+(y) e 2™ € p+(z), e sarebbe quindi possibile determinare py,py € p
e A\, u € A tali che 2™ = p; + Ay e 2™ = ps + pz; allora

n+m

" = (p1 + Ay)(p2 + pz) = p3 + Apyz € p

(con p3 = p1ps + A\ype + pzp1 € p), in contrasto con il fatto che p € M. Risulta
cosi provato che p & primo, e cio completa la dimostrazione. O

DEFINIZIONE 1.8 Sia A un anello commutativo con unita; dicesi radicale di Jacobson

I'intersezione R di tutti gli ideali massimali di A.

PRrROPOSIZIONE 1.7 Sia A un anello commutativo con unita, e sia U il sottoinsieme

degli elementi invertibili di A; si ha allora la sequente caratterizzazione del radicale



12 I. ANELLI ED IDEALI

di Jacobson di A:
R={zcA|l+ xecUV e A}

Dimostrazione. Proviamoche RC{z € A|1+ X x € UV X € A}. Sia x € R; proviamo
che 14 Az & invertibile per ogni A € A. Supponiamo per assurdo che esista A € A per
cui 1+ Az non sia invertibile; esiste allora un ideale massimale m per cui 1+ Az € m;

ma z € m, e quindi 1 € m, ossia m = A, assurdo.
Proviamo l'inclusione inversa. Sia allora = € A tale che 1+ Az & invertibile per
ogni A € A; proviamo che x € R, ossia che x € m per ogni ideale massimale m di A.
Supponiamo per assurdo che esista m massimale per cui © ¢ m; allora m C m+ (),
e quindi m + (x) = A; esistono allora y € A ed m € m tali che 1 = m + px, ossia
m = 1—px; ma 1—pzx & invertibile (in quanto nella forma 14+ Az, con A\ = —p € A) e
quindi m sarebbe invertibile; m conterrebbe allora un elemento invertibile, e quindi

m = A, contro la massimalita di m. L’assurdo assicura allora la tesi. O

2. Operazioni con gli ideali

DEFINIZIONE 2.1 Siano a, b due ideali di un anello commutativo con unita A; si definis-
cono le seguenti operazioni sugli ideali:
ankb (intersezione)

at+b={a+b|lacabeb} (somma)

a-b:{Zai~bi|n€N, a; €a,b; €bVi=1, 2,...,n} (prodotto)

i=1

in particolare

=a-a-----d (potenza)

PROPRIETA Le operazioni sui radicali godono delle sequenti proprieta di immediata

verifica:

¢l

)a-b6CanbVa,b; in particolare, a® CaVneN, V a;
(2) a-(b+c)=a-b+a-c Va,b,c (propricta distributiva);
(3) an(b+c¢)=anb+anc < bCa V ¢ Ca (proprietd di modularitd);
(4) (a+b)(anb)Ca-b Va,b.

(DEF) OSSERVAZIONE 2.1 In particolare, dalla (3) segue che, se a,b sono coprimi, ossia se
a+b=A, alloraanb C a-b, e quindi, essendo sempre (per (1)) a-b Canb, si
haanb=a-b.

DEFINIZIONE 2.2 Siano a, b due ideali di un anello commutativo con unita A; si definisce

quoziente dei due ideali I'insieme
a:b={zre€A|x-bCa}

NOTAZIONI Se a = (0), scriveremo 0 : b invece di (0) : b. Tale insieme viene detto

(DEF) annullatore di b, e lo si indica anche con Ann (b); esso &

Anmn(b)={z € A|zb=0V be b},
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in particolare, se b = (z), scriveremo 0 : z invece di 0: (z); tale insieme si dira

annullatore di x, e viene indicato con ann (z); esso & 'insieme
ann (x) ={y € A|yx =0}.

OSSERVAZIONE 2.2 Osserviamo che Iinsieme |J, ., ann (z) ¢ l'insieme D dei divisori
dello zero di A.

PROPRIETA Siano a,b, ¢ ideali di un anello commutativo commutativo con unita; val-
gono allora le sequenti relazioni:

(1) aCa:b;
(2) (a:b)-bCa;
(3) (a:b):c=a:(b-¢c)=(a:c):b;
(4) (Mier @) :0=ies (e : b);
(5) a: (Zie[ bi) = mie[ (a:b;).
Dimostrazione. Le prime tre proprieta sono banali; proviamo (4) e (5).

Per la (4), consideriamo la seguente catena di equivalenze:

z € <ﬂai> b= 2bC (o < - bCaqViecl <
iel iel
— zrzcq:bViel < xem(ai:b).
i€l
Per la (5), si ha, da un lato:

rea: <Zbi> = xceaVCGZbi ==

el el
= zbeaVbeb, Viel =

= r€a:b;Viel = xeﬂ(u:bi),
iel
e quindi a: (3,27 0:i) € Nies (a:b;); d’altra parte,

re()(a:b;) = abcaVbeb;, Viel =

i€l
- xc:beizz:xbieaVc:ZbiEZbi =

iel iel iel iel
— xcGaVcGZbi — z€a: (Zb’)’
el el

ed & cosi provata l'inclusione a : (3°,.; b)) 2 ;s (a: b;); si ha allora in definitiva
Peguaglianza della tesi (5). O

DEFINIZIONE 2.3 Sia a un ideale! di un anello commutativo con unita A; dicesi radicale
di a, e si indica con uno dei simboli r(a), /a, 'insieme
rla)={z€A|IneN|z" €a}.
OSSERVAZIONE 2.3 r(a) ¢ 'ideale intersezione degli ideali primi di A contenenti a.

Lin realta, il radicale pud essere definito per un qualunque sottoinsieme di A, ma non & in tal

caso garantito che sia un ideale.

(DEF)
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Dimostrazione. Consideriamo 'omomorfismo canonico suriettivo 7: A — A/a; si vede
immediatamente che = € r(a) se e solo se m(x) sta nel nilradicale di A/cu e quindi
r(a) ¢ la retroimmagine, secondo =, del nilradicale di A/cu che ¢ un ideale ed &
I'intersezione di tutti i primi di A/a; ne segue allora che r(a) ¢ un ideale, e che r(a)

e l'intersezione di tutti gli ideali primi contenenti a. (]

PROPRIETA del radicale.

(2) aCr(a);

(3) r(r(a)) = r(a);

(4) r(a-b)=r(anb) =r(a)Nr(b);
(5) r(a+b) =r(r(a) +r(b));

(6) r(a) =(1) <= a=(1);

(7) sep & primo, allora r(p™) =p Vn € N,
Dimostrazione. Proviamo la (4). Avendosi a-b C anb, per (1) sihar(a-b) C r(anb);
ma aNb & contenuto sia in a, sia in b, e quindi, sempre per (1), r(anb) C r(a)
e r(anb) C r(b), e quindi r(anb) C r(a) Nr(b); & quindi provata la catena di
inclusioni

r(a-b) Cr(anb) Cr(a)nr(b);

per provare che sussistono le uguaglianze, basta allora provare che r(a) Nr(b) C
r(a-b); ed infatti, se € r(a) N r(b), esistono n,m € N tali che 2™ € a,2™ € b;
allora z"t™ € a- b, e quindi = € r(a- b).

Proviamo ora la (6). Si ha banalmente
ra)=(1) <= ler(a) <= 1"=1€ca <= leca < a=(1)

Proviamo infine la (7). Si ha r(p™) C p poiché p & un primo contenente p”;

Iinclusione inversa e sempre vera, ed quindi verificata I'uguaglianza della tesi. [

OSSERVAZIONE 2.4 Due ideali a, b sono coprimi se e solo se lo sono r(a) ed r(b).

Dimostrazione. a,b sono coprimi se e solo se a + b = (1), ovvero (per la (6)) se e solo
se r(a+b) = (1), che equivale a r(r(a) +r(b)) = (1) (per la (5)), che per la (6)
equivale a r(a) + r(b) = (1), ossia se e solo se r(a),r(b) sono coprimi. O

3. Ideali ed omomorfismi

Sia f: A — B un omomorfismo tra anelli commutativi con unita. Abbiamo gia
visto che, per ogni ideale b di B, I'insieme f~1(b) & un ideale di A; esso si suole
(DEF) chiamare contrazione di b (in A, secondo f), e lo si denota con b€.
Viceversa, fissato un ideale a di A, possiamo considerare, in B, I'ideale generato
da f(a) (poiché, in generale, f(a) non & un ideale); esso si suole indicare con a¢, o

con aB, e si suole chiamare esteso di a (in B); si ha:
a® =aB = {Zf(ai)bi|n€N,ai€a,bi eBVYi=1,2, ,n}
i=1
Se f ¢ suriettiva, f(a) ¢ un ideale e risulta a® = f(a).

PROPRIETA dell’estensione e contrazione di ideali.
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(1) aec ) a, pee C b,’

(2) a°°® = a°, b°°° = b°;

(3) detto C linsieme degli ideali contratti di A (cioé tali che a®® = a), e
detto E l'inseme degli ideali estesi di B (cioé tali che b°“ =b), si ha una
biiezione tra C ed E associando ad ogni ideale a € C' l’ideale a®, ed ad
ogni ideale b € E [’ideale b°.

PROPRIETA dell’estensione e contrazione di ideali. Rispetto alle operazioni di somma,
intersezione, prodotto, quoziente e radicale, l’estensione e la contrazione di ideali si
comportano secondo la sequente tabella:

Operazione Estensione Contrazione
somma (a1 +a2)“ = a1 +ax® | (by +b2)° C b1° + bo°

intersezione | (a3 N ag)@ Cafn age (b1 N bg)c =b:1°N [12
prodotto (a1 -a2)" = a1 - ag® (b1 -b2)° C b1° - by°
quoziente | (aj:az)® Car®:ax® | (by:bg) Cb°
radicale ( (a))° C ( ) (r(b)) = r(bC)

Dimostrazione. Proviamo alcune delle suddette relazioni, per dare un metodo; le altre

sono lasciate per esercizio.

Proviamo, ad esempio, che (r(a))® C r(a®).

Per definizione, (r(a))® ¢ il pilt piccolo ideale contenente f(r(a)); ma essendo
f(a) C a¢, si ha f(r(a)) C r(f(a)) C r(a®), e quindi r(a®) & un’ideale contenente
f(r(a));da cio segue allora che (r(a))® & contenuto in r(a®).

Proviamo anche che (by : b2) C b1 : by°.

Sia x € (by : by)"; allora f(z) € by : by, ossia f(z)ba C by. Proviamo che
xby® C by. Sia y € by allora f(y) € ba, e quindi f(xy) = f(z)f(y) € by, ossia
zy € b1°, che & quanto volevamo provare. O






CAPITOLO 1II

Moduli

1. Prime definizioni

DEFINIZIONE 1.1 Sia A un anello commutativo con unitd; un insieme M si dice un
A-modulo se sono definite due operazioni +: M x M — M e -: A x M — M tali
che (M, +) sia un gruppo abeliano e

(1) 1-m=mVY me M,

(2) (abym =a(bm)V a,be A, Vm € M,

3) (a+dbm=am+bmVa,bec A, ¥Vme M,

(4) a(mi +m2) =amyg +ama Va € A, ¥V myi,me € M.
Vediamo tre importanti esempi di A-moduli.

EseEMPIO 1.1 Se A =K & un campo, gli A-moduli sono tutti e soli i K-spazi vettoriali.

EseEmpio 1.2 A & un A-modulo, i cui sottomoduli sono tutti e soli gli ideali.

EsEMPIO 1.3 Se A = Z, i Z-moduli sono tutti e soli i gruppi abeliani G} in tal caso, il

prodotto esterno e definito con

n

—_——~~
g+g+---+yg Vn>0
ng = < Og sen=2~0

—(g+g+--+g9 Vn<oO
n
La teoria dei moduli puo allora essere vista come un’estensione della teoria dei
gruppi, comprendente anche la teoria degli anelli e la teoria degli spazi vettoriali
(Algebra Lineare).
Ad esempio, il
TEOREMA 1.1 (fondamentale sui gruppi abeliani) Ogni gruppo abeliano finitamente
generato € somma diretta di gruppi ciclici.
si estende naturalmente nel
TEOREMA 1.2 Se A é PID, ogni A-modulo finitamente generato é somma diretta di
moduli ciclici.
Per i moduli, si possono ripetere le nozioni generali! gia viste per gli spazi vet-
toriali e per le altre strutture algebriche; ad esempio, un omomorfismo di A-moduli
€ una applicazione lineare f: M — N, ossia una funzione f: M — N tale che

f(m1 +m2) = f(my) + f(m2) Y my,me € M,

flam) =af(m) Yae€A meM.
1

cio che gli inglesi chiamano common nonsense.

17

(DEF)
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(DEF) Si definisce immediatamente la nozione di sotto-A-modulo N di un modulo
M, come sottoinsieme N C M che costituisce un A-modulo (cioé un sottogruppo
(DEF) additivo di M, che sia chiuso rispetto al prodotto esterno); si parla poi di laterali di
un sottomodulo (come insiemi del tipo m+ N, con m € M), e di modulo quoziente,
come insieme delle classi di equivalenza nella famiglia dei laterali; si definisce quindi

I'omomorfismo canonico
T M — M/ N>

che risulta essere suriettivo, ed il cui nucleo & proprio N, e cosi via.

Una scrittura del tipo

ai1my + agma + -+ + My,

(DEF) con m; € M,a; € AVi=1,2 ..., n, si dice una combinazione lineare (c.l.)

(DEF) degli elementi my, ma, ..., m, secondo i coefficienti ay, as, ..., a,. Si definiscono
allora generatori di un A-modulo M, nel seguente modo: un insieme G C M si

(DEF) dice un insieme di generatori di M (su A) se ogni elemento di M si pud scrivere
come combinazione lineare di elementi di G (a coefficienti in A); gli elementi di G

(DEF) si diranno allora generatori di M (su A).

(DEF) Un modulo si dice finitamente generato se ammette un insieme di generatori
finito.

2. Il modulo degli omomorfismi

DEFINIZIONE 2.1 Siano M, N due A-moduli; 'insieme degli omomorfismi da M in N si
suole indicare con Hom 4 (M, N); definiamo su di esso le due operazioni nel seguente

modo

e per ogni f,g € Homu (M, N), definiamo f + g € Hom 4 (M, N) ponendo
(f +9)(m) = f(m) +g(m) Vme M;
e per ogni f € Hom (M, N), per ogni a € A, definiamo af € Homy (M, N)

ponendo
(af)(m) =af(m) = f(am) V¥ m e M;

si vede immediatamente che Hom4 (M, N), con le operazioni ora definite ¢ un A-

modulo.

OSSERVAZIONE 2.1 Supponiamo di avere tre A-moduli M, N, N’, e supponiamo che
esista un omomorfismo u: N — N’; possiamo allora definire un omomorfismo
@: Homy (M, N) — Hom4 (M, N') con la legge 4(f) =uo fV f € Homa (M, N).

Se invece si hanno tre A-moduli M, M’, N, e v: M — M’ & un omomorfismo,
¢ possibile definire un omomorfismo v: Homg(M’, N) — Hom4 (M, N) ponendo
U(f)=fovV feHomy(M, N).

In teoria delle categorie, Hom(-, ) & un funtore; le suddette relazioni tra gli omomorfismi fra
le variabili (ossia i moduli) e gli omomorfismi tra gli Hom si esprimono dicendo che Hom & un
operatore covariante sulla seconda variabile e controvariante sulla prima.

DEFINIZIONE 2.2 Se M & un A-modulo, Hom 4 (M, A) prende il nome di duale (algebri-
co) di M, e si suole indicare con il simbolo M.
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OSSERVAZIONE 2.2 Se N & un A-modulo, allora Hom (A4, N) & isomorfo ad N.
Dimostrazione. Fissato un omomorfismo f € Homa (A4, N), siha f(a) =af(1l) Va € A.

Quindi ogni omomorfismo di Hom4 (A4, N) & determinato dal suo valore sull’unita
di A; viene quindi naturale definire I'isomorfismo ¢: Hom (A, N) — N ponendo
e(f) = f(1)V f € Homs(A, N). 0

3. Operazioni con i moduli

Sia A un anello commutativo con unita e sia M un modulo.

Fissato un ideale a di A, ed un sotto-A-modulo N di M, si vede facilmente che
aN & non solo un sotto-A-modulo, ma anche un a-modulo.

Fissati poi due sotto-A-moduli N1, Ny di M, anche N1N N5 ed N1+ Ns risultano
essere sotto-A-moduli di M. Possiamo poi considerare I'insieme

Ny INQZ{CLEA|CL~NQQN1},
che ¢ un ideale di A. In particolare, si dice annullatore di Ny I'ideale
0:Nya={acA|a-n=0Vnec Ny}

se risulta 0 : Ny = {0}, N3 si dice un modulo fedele; in tal caso, da a- Ny = 0 segue

a=0.

3.1. Prodotto diretto e somma diretta. Sia {M;}, ; una famiglia di A

moduli; si definisce prodotto diretto dei moduli M; l'insieme (DEF)

el
i suoi elementi vengono detti uple, e vengono indicati con il simbolo (m;),c;; m;
sara allora la i-esima componente della upla (m;),c;.
Rigorosamente, il prodotto diretto si definisce come I'insieme delle funzioni f: I — (J;c; M;
tali che f(i) € M; V i € I. La definizione da noi data ¢ equivalente a quella formale, facendo

corrispondere alla funzione f I’elemento (f(3)) e viceversa associando all’elemento (m;);c; la

iel’
funzione f definita da f(i) = m; V i € I. La differenza & quindi per lo pilt una differenza formale,
tranne in alcune questioni tecniche. La prossima osservazione spiega anche perché si preferisce in

genere la definizione non rigorosa a quella formale.

Nel caso in cui I sia un insieme finito con n elementi (in particolare, per I =
{1, 2, ..., n}), gli elementi di My x My X - -+ x M, sono n-uple di elementi (sempre
con la condizione m; € M; Vi=1,2,...,n).

Osserviamo subito che [[,.; M; ¢ un A-modulo, dove le operazioni sono definite

i€l
componente per componente.

Un importante sottomodulo di [],.; M; & la cosiddetta somma diretta, ossia

iel
il modulo ®;c;M; delle uple del tipo E( ..,My,...), in cui solo un numero finito
di componenti sono non nulle; ovviamente, nel caso finito si ha [[ M; = &M,;.
Negli altri casi, la somma diretta & propriamente contenuta nel prodotto diretto;
ad esempio, se I = Ned M,, = AV n € N, il prodotto diretto & 'insieme delle
successioni di elementi di A, mentre la somma diretta ¢ I'insieme delle successioni
definitivamente nulle.

Nel caso in cui M; sia isomorfo ad A per ogni i € I, la somma diretta si indichera

con il simbolo A o A®!, ¢ verra detta un modulo libero.
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NoTAZIONI Nel caso in cui M; &2 AV i € I, gli elementi del prodotto diretto verran-
no indicati con notazione di n-uple ordinate, nella forma (..., ay,...), mentre gli
elementi della somma diretta verranno indicati con notazione additiva, cioe nella

forma Y a;; nel caso finito, la differenza & solo di notazione.

PROPOSIZIONE 3.1 Ogni modulo € quoziente di un modulo libero.
Dimostrazione. Sia M un A-modulo e sia M = {m;},.; una famiglia di generatori
(potendo eventualmente anche essere M = M ). Consideriamo allora I’omomorfismo
@0: A®T — M definito da
Z a; — Z QM5
iel
osserviamo innanzi tutto che ¢ € ben definito, in quanto la somma ad ultimo membro
¢ sempre una somma finita (in quanto gli m; non nulli sono in numero finito). Si
vede immediatamente che ¢ & suriettivo, poiché ogni elemento di M & nella forma

I
> icr aimg; risulta allora M = A® /Ker o © si ha quindi la tesi. O

COROLLARIO 3.1 Ogni A-modulo finitamente generato M é quoziente di A™, dove n é

il numero di generatori di M.

3.2. Il Lemma di Nakayama.

LEMMA 3.1 (Nakayama) Sia M un A-modulo finitamente generato e sia a un ideale di
A contenuto nel radicale di Jacobson R di A; se aM = M allora M = 0.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che si abbia M # 0, e sia {mq, ma, ..., m,}
un insieme di generatori avente il minimo numero di elementi; essendo m; € M =

alM, & possibile trovare a1, as, ..., a, € a tali che my =Y., a;m;, e quindi

n
(I —ai)m = Zaimi§
i=2

alloraa; € a CR={xcA|1l+IxecUV \e A}, e quindi 1 — a; ¢ invertibile;
allora

n
my = Zaz(l — al)_lmi
1=2

ecl di {ma,...,m,}, e quindi {mas,...,m,} & un insieme di generatori di M, con
n — 1 generatori; cio ¢ assurdo per la minimalita del numero di generatori scelti

inizialmente, e quindi M = 0. U

COROLLARIO 3.2 Sia M un A-modulo finitamente generato e sia N un suo sottomodulo;
sia poi a un ideale di A contenuto in R tale che M = aM + N ; allora si ha M = N.

Dimostrazione. Dal fatto che M e f.g. segue che anche M/N lo &; inoltre dall’ipotesi
M = aM + N segue che M/N = aM/N, e quindi, per il LEMMA di Nakayama, si
ha M/N:O, ossia M = N. O

OSSERVAZIONE 3.1 Sia A un anello locale ed m il suo unico massimale; sappiamo allora
che k = A/m ¢ un campo; inoltre, se M ¢ un A-modulo, mM & un sotto- A-modulo
di M; M/m A € ancora un A-modulo, ed & anche in A/m—modulo, ossia un k-spazio

vettoriale.
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Infatti, gli elementi di A/m sono laterali del tipo @ = a + m, con a € A;
consideriamo allora un elemento a+m € @ (con m € m), e sia poi n+mM € M/mM

(con n € M). Osserviamo che risulta
(a+m)(n+mM) =an+ mM + nm +mM = an + mM,

con an € M; allora, il prodotto del laterale a + m per un elemento di M/m M
¢ indipendente dalla scelta del rappresentate del laterale (infatti m non compare
nel risultato), ed & quindi un’operazione ben definita, che da come risultato un
elemento di M/m s ha quindi senso definire il prodotto degli elementi di A/m per
gli elementi di M/m M che da a M/m A la struttura di A/m—modulo.

Supponiamo ora che M sia un A-modulo finitamente generato; allora anche
M/m M ¢ finitamente generato, ed ¢ quindi un k-spazio vettoriale di dimensione
finita n; esistono in particolare n laterali di mM z; + mM, x5 +mM, ..., x, + mM
tali che z1, Zs, ..., T, generano M/m s su k; proviamo che, scelto un rappresentate
x; in ogni laterale Z;, M viene generato, come A-modulo, da x1, z2, ..., Ty.

Sia N il sottomodulo di M generato da x1, 2, ..., T,; proviamo che N = M;
sia N la classe di N in M/mM? per la scelta di NV si ha N = M/mM’ e quindi
mM + N = M, ossia, per il COR. 3.2, M = N.

4. Sequenze

DEFINIZIONE 4.1 Sia A un anello commutativo con unita e sia {M,,} una successione
di A-moduli; supponiamo che fra gli elementi della successione agiscano degli omo-
morfismi f,,: My, — M, 1; {M,} si dird una sequenza, e verra scritta nel seguente
modo:

f1 f2 I

M, M, My It

La sequenza {M,} si dird un complesso se, per ogni n € N, f, o f,_1 &
I’omomorfismo nullo, ossia se Im f,,_1; C Ker f,,.

La sequenza {M,} si dird una sequenza esatta se per ogni n € N risulta
Im f,,_1 = Ker f,.

Una sequenza si dira esatta a destra se la sequenza ottenuta togliendo il primo
modulo (ed il primo omomorfismo) & esatta. Analogamente, una sequenza finita si
dird esatta a sinistra se la sequenza ottenuta togliendo 1'ultimo modulo (e I'ultimo

omomorfismo) & esatta.

NoOTAZIONI Per semplicita di notazione, verra soppressa l'indicazione dell’omomorfismo

ove non sia necessario.
EseEMPIO 4.1 Una sequenza del tipo
0o— M MM —0

si dice una sequenza corta; gli omomorfismi 0 — M’ e M” — 0 sono gli unici (DEF)
definibili; una tale sequenza & esatta se e solo se u ¢ iniettiva, v ¢ suriettiva e
B .. . M ~ "
Kerv = Imu, condizione che equivale a 1y, ,, = M".
Se manca l'iniettivita di u, la sequenza & esatta solo a destra; se invece manca

la suriettivita di v, la sequenza & esatta solo a sinistra.
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EsEMPIO 4.2 Una sequenza corta spezzata ¢ una sequenza nella forma
0— M M oM 25 M — 0,
dove 7, p sono la iniezione e suriezione naturali definite da
i(m')y=(m',0) ¥Ym' e M,
p(m’,m")y=m" V¥V (m',m")e M"® M";

ovviamente, la sequenza ¢ esatta se e solo se lo & anche se letta al contrario (basta
invertire i ruoli di M’ ed M"); devono quindi esistere ¢ € Homa(M"”, M’ ® M") e
j € Homa(M' @& M"”, M’) tali che joi=idp e poq=idam.

Il precedente esempio puo essere cosl generalizzato:

i

PROPOSIZIONE 4.1 Sia 0 — M’ — M -2 M" — 0 una sequenza esatta; sono
condiziont equivalenti:
(1) la sequenza é spezzata (ossia, M = M’ & M" );
(2) esiste j € Hom (M, M’) tale che joi =1idp;
(3) esiste ¢ € Homa(M", M) tale che poq=idps.
Dimostrazione. Le implicazioni (1) = (2) e (1) = (3) sono state viste nel precedente
esempio.

Proviamo ora che (2) = (1). K =Imi e H = Kerj (dove j & 'omomorfismo
della ipotesi (2)) sono sottomoduli di M.

Risulta K N H = {0}; infatti, se m € H N K, deve esistere m’ € M’ tale che
m =1i(m’), ed inoltre 0 = j(m) = (j o ¢)(m’) = m/, e quindi m’ = 0, da cui m = 0.

Risulta anche M = K + H; poiché banalmente K + H C M, occorre provare
Iinclusione inversa; ora, se m € M, si ha (i o j)(m) = i(j(m)) € K; basta allora
vedere che m — (io j)(m) € H; ma cid segue dal fatto che j(m — (ioj)(m)) =
Jm) = J(i(i(m))) = j(m) — (m) = 0.

In definitiva, risulta M = K @ H; la tesi (1) & allora provata se proviamo che
K>~ M e H= M";, ma il primo isomorfismo & ovvio, in quanto i: M’ — M
¢ iniettivo, la sua immagine ¢ proprio K, e quindi i: M’ — K ¢ un isomorfismo;
proviamo infine che pjr: H — M" & un isomorfismo; per I'esattezza della sequenza,
Kerp = Imi, e quindi Kerpjy = KerpnN H = ImiN H = K N H = {0}; quindi
p|g © iniettiva; per la suriettivita, fissiamo m” € M"; essendo p suriettiva, esiste
m € M tale che p(m) = m”; mam =h+kcon h € Hk € K, e quindi p(m) =
p(h) + p(k) = p(h) in quanto k € K = Imi = Kerp; m” ¢ allora immagine secondo
pyu di h; per Darbitrarieta di m” € M" si ha che ogni elemento di M" proviene
allora da un elemento h € H, e quindi p g ¢ suriettiva; pj g ¢ allora un isomorfismo,
e cio completa la dimostrazione.

Con tecnica analoga si prova che (3) = (1). O

4.1. Esattezza e moduli Hom.
OSSERVAZIONE 4.1 Sia 0 — M’ —— M -2+ M” — 0 una sequenza corta e sia N un

A-modulo; possiamo allora considerare la sequenza

0 — Homu(M",N) -2 Hom (M, N) —— Homu(M’,N) — 0
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dove 7 e p sono definiti dalle leggi

Wf)=foi V f € Homa (M, N),

p(g) =gop V g € Homa(M", N).

Possiamo anche considerare la sequenza

0 —s Hom (N, M') = Homu (N, M) -2 Hom (N, N") — 0.
dove 7 e p sono definiti dalle leggi

WWf)=iof V f € Homa(N, M'),

plg) =pog YV g € Hom (N, M).

Sorge allora il problema di vedere quando le due sequenze sono esatte, in

rapporto all’esattezza della sequenza originaria.

PROPOSIZIONE 4.2 Sia

1 MMM —0
una sequenza; condizione necessaria e sufficiente affinché la sequenza
(2) 0 — Homa(M",N) — Homu (M, N) —— Hom(M’', N)

sia esatta per ogni A-modulo N é che sia esatta la sequenza (1).

Sufficienza. Supponiamo che sia esatta la (1), e proviamo 'esattezza di (2). Occorre

provare che ¥ ¢ iniettiva e che Im v = Ker 4.

Per lesattezza di (1), v & suriettiva; quindi, per ogni m” € M" esiste m € M tale
che v(m) = m”; proviamo dunque la iniettivita di 7; da 9(f) = 0 segue f(v(m)) =
0V m € M, e quindi, per quanto appena osservato su v, f(m”) =0V m” € M";
allora f = 0. Cio prova l'iniettivita di .

Proviamo ora che Im v = Ker @, provando le due inclusioni.

Per provare che Imo C Keru basta provare che @ o ¢ = 0; per ogni f €
Homy (M"”,N), si ha 4o o(f) = fovowu; mavowu =0 in quanto la sequenza (1)
¢ esatta, e quindi f ovowu = 0 per ogni f € Hom4(M", N), ossia @ o o(f) = 0 per
ogni f € Homy(M",N), cioé @o v =0, come volevasi.

Proviamo infine 'inclusione inversa; sia f € Ker @; si ha allora fou = 0, e quindi
Imu C Ker f; ma Imu = Kerwv, per esattezza di (1), e quindi Kerv C Ker f;
esiste allora, per un COR. del TEOR. dell’lomomorfismo, g € Homy(M”, N) tale
che f = gow, ossia f = 9(g) e quindi f € Im®v; per 'arbitrarieta della scelta
di f € Kerw si ha allora Keru C Imo, e quindi l'inclusione che mancava per

completare la dimostrazione. O

Necessita. Proviamo che se (2) & esatta per ogni A-modulo N, allora (1) & pure esatta.

Cominciamo con il provare la suriettivita di v; supponiamo per assurdo che v
non sia suriettiva; si avrebbe allora Imv C M”| e pertanto ’omomorfismo canonico
g: M" — MH/Imy sarebbe non nullo; si avrebbe pero g o v = 0; prendendo N =
M///Imv’ si avrebbe allora che @ non sarebbe iniettivo (in quanto g # 0 ¢ v(g) = 0),
contro l'esattezza di (2); 'assurdo assicura allora la suriettivita di v.

Proviamo ora che Imu = Ker v, provando le due inclusioni.
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Proviamo che Imu C Kerv provando che v o u = 0. Prendiamo N = M";
per Desattezza di (2) si ha @wo ¥ = 0 e quindi in particolare @ o v(id) = 0, ossia
idovou = 0, ossia v o u = 0, come volevasi.

Proviamo infine l'inclusione inversa; consideriamo N = M/Imu; I’omomor-
fismo canonico ¢: M — M/Imu sard allora un elemento di Homy4 (M, N); si ha
Keryp = Imu e risulta anche ¢ ou = 0, ossia ¢ € Keru = Im7; esiste allora
¥ € Homug(M"”,N) tale che ¢ o v = ¢; quindi Kerv C Ker¢ = Imu, e quindi

Kerv C Imu, che e I'inclusione che rimaneva per completare la dimostrazione. [
Analogamente si prova il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 4.3 Sia
3)  0— M M M7
una sequenza; condizione necessaria e sufficiente affinché la sequenza
0 — Homyu (N, M') = Homy (N, M) —— Hom 4 (N, M")

sia esatta per ogni A-modulo N é che sia esatta la sequenza (3).

OSSERVAZIONE 4.2 In entrambi i casi, I’esattezza a destra non e garantita, nemmeno nel
caso in cui la sequenza di partenza sia esatta sia a destra sia a sinistra. Infatti, nelle
ipotesi della ProP. 4.2, dall’iniettivita di u non segue la suriettivita di u; analoga-
mente, nelle ipotesi della PROP. 4.3, dalla suriettivita di v non segue U'iniettivita di

0. Vediamolo con un esempio.

EsEMPIO 4.3 Consideriamo la sequenza di Z-moduli
0—2Z-7227,—0,

dove i moduli sono gruppi additivi, p & la usuale applicazione che associa ad ogni
intero il suo resto modulo 2, ed i & I'applicazione definita da i(m) = 2m; la sequenza
¢ esatta. Possiamo poi considerare, componendo con Homy(-, Z) e con Homg(Zo, -),

le sequenze

0 — Homy(Z,Z) <= Homy(Z, Z) <2 Homg(Zs,7Z) «— 0;

0 —> Homg(Z, Zs) 2 Homy (Z, Zs) —— Homy(Zs, Zs) — 0.

Entrambe le sequenze sono esatte a sinistra (cid € garantito dalle precedenti
PROP.). Vediamo ora che non sono esatte a destra.

Proviamo che 7 non & suriettiva; per definizione, 7(f) = foi e quindi 7(f)(m) =
f(2m) per ogni m € Z; l'identita, che appartiene all’insieme d’arrivo di 7, non &
allora immagine secondo 7 di alcun elemento; quindi 7 non & suriettiva.

Proviamo che 7 non & suriettiva. Osserviamo che, per definizione, 7(f) =i o f,
e quindi 7(f)(m) = 2f(m) = 0 per ogni m € Z; quindi 'immagine di 7 & costituita

dal solo omomorfismo nullo; 7 non ¢ allora suriettiva.
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4.2. Il Lemma del Serpente.

OSSERVAZIONE 4.3 Siano M, N due A-moduli e sia f: M — N un omomorfismo; la

sequenza
0—>Kerf—>ML>N—>CoKerf—>0

¢ esatta.
Dimostrazione. Infatti, banalmente:

e Ker f — M é iniettiva, e la sua immagine € proprio Ker f, ossia il nucleo
/
dell’lomomorfismo M —— N;
e N — CoKer f & suriettiva, e la sua immagine & proprio CoKer f, ossia il

nucleo dell’omomorfismo CoKer f — 0.

O

LEMMA 4.1 (del serpente) Se nel diagramma

0 M —— M —— M 0
fl gl hl
0 N YN N 0

le Tighe sono esatte ed i quadrati

M — M M —2— M

I

N —* N NU—/>N”

commutano®, allora dal diagramma

0 0 0
Ker f Kerg Kerh
0Oo— M L M — M —0
f g h
o—— N Y. N Y N 0
CoKer f CoKer g CoKer h
0 0 0

e possibile costruire una sequenza esatta
0 — Ker f — Kerg — Ker h — CoKer f — CoKer g — CoKerh — 0

2Cioéseu’of:gouev’og:hov.
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Dimostrazione. Gli omomorfismi tra i nuclei sono banalmente definiti a partire dagli

omomorfismi M’ -+ M —» M"; analogamente, a partire dagli omomorfismi
N 5 N *5 N si definiscono gli omomorfismi tra i conuclei; si vede subito che
queste sottosequenze della sequenza della tesi sono esatte; rimane ora da verificare
lesattezza per 'omomorfismo Ker h — CoKer f. Chiamiamo d detto omomorfis-
mo; vediamo innanzi tutto come ¢ definito.

Fissiamo m” € Ker h; per la suriettivita di v: M — M", esiste m € M tale che
m” = v(m); si ha quindi h o v(m) = 0; per la commutativitda del quadrato di lati
v,g,h, v, cid equivale a v’ o g(m) = 0, e quindi g(m) € Kerv' = Imu/; esiste allora
n’ € N’ tale che u'(n’) = g(m); possiamo allora definire d(m”) = n’ € CoKer f,
dove n/ & 'immagine di n’ secondo 1’omomorfismo N’ — CoKer f.

Per la commutativita dei quadrati, d € ben definita (non dipende cioe da m ed
n') e rende inoltre esatta la sequenza. O

COROLLARIO 4.1 Siano M', M, M" ed N', N, N degli A-moduli; supponiamo che le

due sequenze
0— M — M—M'—0,
0— N — N—N'—0,

siano esatte; supponiamo che esistano un omomorfismo g: M — N e due iso-
morfismi f: M' — N', h: M" — N"; se i quadrati commutano, allora g ¢ un
isomorfismo.

Dimostrazione. Consideriamo lo schema

0 0 0
Ker f Keryg Kerh
O — MI —_— M —_— M” — 0
f g h
o— N — N —— N' ——0
CoKer f CoKer g CoKer h
0 0 0

sono banalmente soddisfatte le ipotesi del LEMMA del serpente, che assicura che la

sequenza
0 — Ker f — Kerg — Ker h — CoKer f — CoKer g — CoKerh — 0
e esatta; f,h sono isomorfismi e quindi risulta

Ker f = Ker h = CoKer f = CoKer h = 0;
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l'esattezza della sequenza impone allora che sia Ker g = CoKer g = 0, e quindi g &
un isomorfismo, ossia M = N. O

N

OSSERVAZIONE 4.4 Ad esempio, il precedente COR. & soddisfatto quando g & un’im-

mersione.

5. Prodotto tensoriale di moduli

DEFINIZIONE 5.1 Sia A un dominio e siano M, N, P A-moduli; M x N & ancora un A-
modulo; una applicazione g: M x N — P si dice bilineare se & lineare in entrambe
le variabili, ossia se soddisfa le seguenti proprieta:

(1) g(m1 4+ ma,n) = g(m1,n) + g(ma, n);

(2) 9
(3) g(m,n1 +n2) = g(m,n1) + g(m, n2);
(4) g(m,an) = ag(m,n).

Fissati due A-moduli M, N, vogliamo ora costruire un A-modulo 7' ed una

am,n) = ag(m,n);

mappa bilineare h: M x N — T tali che, per ogni A-modulo P e per ogni mappa
bilineare g: M x N — P sia possibile determinare un’unico omomorfismo ¢: T'— P
tale che g = ¢ o h. La coppia (T, h) sara allora universale; si vede facilmente che
ogni oggetto universale ¢ univocamente determinato, a meno di isomorfismi.
Consideriamo innanzi tutto il modulo libero

C = ADMXN) :
i suoi elementi saranno del tipo

c= Zai(%»yi)

iel

dove {(z4,¥i)};c; © un sottoinsieme finito di M x N, ed a; € AVieI.

In particolare, consideriamo in C' gli elementi del tipo

(x+2"y)— (z,y) — (',y) Va2’ eMyeN

(zy+y) —(z,y)—(zy) VzeMyyeN
(azx,y) —a(x,y) VaeAxe M,ye N
(x,ay) —alx,y) Vae A,z e M,y € N;

sia allora S il sottomodulo di C' generato dagli elementi di questo tipo, e sia T' =
C/S. T prende il nome di prodotto tensoriale di M, N in A, e lo si denota con
M®aN.

Studiamo ora il modulo T'.

Sia 7: T'— C' 'omomorfismo canonico; osserviamo che una base di C' ¢ formata
da {(z,y) | z € M,y € N}; denotiamo ora con  ® y I'immagine di (z,y) secondo
m; ogni elemento di T si scrivera allora nella forma di somme finite del tipo

Z ai(z; ® yi);
iel
ne segue allora che {z ® y | © € M,y € N} & un insieme di generatori di T’; osservi-

amo che in generale I'insieme suddetto non & una base, poiché coppie distinte di
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M x N possono avere la stessa immagine in T'; infatti, per la definizione di S si ha

che

(4) @+a)ey=rey+ts’'®y VraeMyeN
5) zR@W+yY)=ry+rxy VeeMyy eN

6) (ar)@y=a(z®y) Vac A,z e M,ye N
() 2@ (ay) =a(z®y) VaeAxeM,yeN;

in particolare, dalle ultime due uguaglianze segue che

daiwioy) =) (ar) @y =Y _ 2@ (a;y:)

icl il icl
e quindi la decomposizione degli elementi di C' come c.l. di generatori non € unica;
Iinsieme di generatori non forma quindi una base.

Dalle prime due eguaglianze segue inoltre che il prodotto tensoriale ® € un’ap-
plicazione bilineare definita in M x N ed a valori in T'; essa & proprio I'applicazione
h che cercavamo; proviamo piu in generale che (T,h) ¢ l'oggetto universale che
volevamo costruire.

Fissiamo dunque un A-modulo P e sia g: M x N — P un’applicazione bilineare;
proviamo che e possibile definire un’unico omomorfismo f: T" — P tale che g = foh.

Definiamo f: T — P considerando le immagini dei generatori; precisamente,

poniamo

flz®y) =g(z,y)

per ogni x ® y generatore di T'; proviamo innanzi tutto che la definizione & corretta.
Occorre provare che su ognuna delle relazioni (4)—(7) la f & coerente; proviamo la
coerenza sulla relazione (4): si ha

flz+2)oy) =glz+2',y) = g(z,y) +g(z',y) =
=flzey)+f@' ey =froy+i’ ®y)

e quindi, per transitivita, la coerenza di f rispetto alla relazione (4). Analogamente
si prova la coerenza con le restanti relazioni.

f & quindi ben definita; si ha poi banalmente f o h(z,y) = f(z ®y) = g(x,y),
e quindi f & proprio 'omomorfismo cercato (I'unicita segue dalla universalita del-
loggetto).

Osserviamo che in pratica cio che € stato fatto e stato spostare la bilinearita
dall’applicazione g al modulo T

Vediamo ora alcune proprieta del prodotto tensoriale.

PROPOSIZIONE 5.1 Siano M, N, Q A-moduli; valgono le sequenti proprieta:

(1) MRsa N=N®y M;

(2) (M®aN)®aQ=M®@4(N®4Q);

(B) (MeN)®aQ=(M®aQ)® (N ®aQ);
(4) ARa M= M.
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Dimostrazione. Le dimostrazioni sono immediate; ci limitiamo a suggerire che ’isomor-
fismo del primo caso ¢ z ® y — y ® x e, nell’'ultimo caso, I'isomorfismo e dato da

a®@m=1®am — am. O

OSSERVAZIONE 5.1 Sfruttando le precedenti proprieta, ¢ possibile vedere come cambia
il prodotto tensoriale al cambiare del dominio A.

Consideriamo ad esempio il caso di C, che puo essere visto come spazio vettoriale

sia su C (con dimensione 1) sia su R (con dimensione 2); vediamo che C®¢C e CogC

sono distinti. Infatti, per I'ultima proprieta, C ®c C = C, mentre C @z C = C?,

come prova il seguente ragionamento: essendo C 2 R & R, per la (3) si ha
CorC2(ROR)@RC2(R3rC)® (RerC)2CaC=C2

Un altro modo di vedere il precedente fatto & il seguente; in C ®¢ C si ha
i®i=1® —1 +— —1 (I'unitd immaginaria, essendo in questo caso uno scalare,
puo “spostarsi” da un lato al’altro del prodotto scalare); nel caso in cui il prodotto

tensoriale sia considerato rispetto ad R si ha invece i ® i — (i, 1).
OSSERVAZIONE 5.2 Se M, N sono moduli liberi, isomorfi rispettivamente ad A™ ed A",
siha M ®4 N = A™™,
PROPOSIZIONE 5.2 Se M, N, P sono A-moduli, si ha
Homy (M ®4 N, P) = Hom (M, Homy (N, P))
Dimostrazione. Per la definizione di prodotto tensoriale si ha
Homa (M ®4 N, P) = Bil(M x N, P),

dove il secondo insieme € il modulo degli operatori bilineari; la tesi & allora provata

se proviamo che
(8) BIil(M x N, P) 2 Homu(M,Homu4 (N, P))

Fissiamo una mappa bilineare g: M x N — P; fissato allora m € M, la mappa
gm: N — P definita da g,,(n) = g(m,n) V n € N & un omomorfismo; per ogni
g € Bil(M x N, P) & quindi possibile definire la mappa m — g,,, che associa ad
un elemento di M un elemento di Hom 4 (N, P); la bilinearita degli operatori di
Bil(M x N, P) assicura che m — g, ¢ un elemento di Hom4(M,Hom (N, P));
inoltre, si vede subito che la corrispondenza € una biiezione, e che quindi si ha la

(8) che assicura la tesi. O

5.1. Prodotto tensoriale e sequenza esatte. Vediamo ora come si com-
porta il prodotto tensoriale rispetto all’esattezza a sinistra e a destra delle sequenze
di moduli.
PROPOSIZIONE 5.3 1l prodotto tensoriale conserva l’esattezza a destra.

Dimostrazione. Sia
E:0—M M-I M —0

una sequenza esatta; sia F ®4 N la sequenza ottenuta componendo la sequenza
precedente nel seguente modo:

E@AN:0— M o4 N "2 Mo, N2 M o4 N —0,
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dove gli omomorfismi sono definiti da:
(u®i)(m' ®n) = (u(m’))®n Vm'eM' neN,
(v@i)(m®n)=(v(m)) ®@n VYmeM,neN.

Proviamo che £ ®4 N ¢ esatta a destra.

Ricordiamo che, componendo una sequenza esatta con I’operatore Hom (E, -), si
ottiene una sequenza esatta a sinistra; fissato allora un A-modulo P e considerando
I’ A-modulo Hom 4 (N, P) si ha che la sequenza Hom 4 (E, Hom4 (N, P)) ¢ esatta a
sinistra; cid equivale alla esattezza a sinistra della sequenza Homy (E ® 4 N, P) per
ogni A-modulo P, e cid implica che £ ® 4 N ¢ esatta a destra. O

OSSERVAZIONE 5.3 Il prodotto tensoriale non conserva l'esattezza a sinistra, come

dimostra il seguente esempio.
EsEMPIO 5.1 Consideriamo la sequenza esatta
0 —Z 257 — 7y — 0.
Componendo mediante il prodotto tensoriale con Zo, si ottiene una sequenza
0 — Z Qg Ly —2 L&z Ly — Ly ® Ly — 0

considerando le proprieta del prodotto tensoriale, si ha che la precedente sequenza

¢ equivalente a
0 — Zy —2 Ty — Zy 7, Ly — 0
— Ly — Ly — L3 Q7 Lig — U,
che non & una sequenza esatta, in quanto ’'omomorfismo Zy —— Zs non ¢ iniettivo.

DEFINIZIONE 5.2 Un A-modulo N si dice piatto se per ogni sequenza esatta F si ha

che E ®4 N ¢ una sequenza esatta.

OSSERVAZIONE 5.4 Come visto nel precedente esempio, cio che in generale fa cadere 1’e-
sattezza a sinistra ¢ il fatto che il prodotto tensoriale non conserva l'iniettivita delle
mappe; ne segue allora immediatamente la seguente caratterizzazione dei moduli
piatti.

TEOREMA 5.1 Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) N ¢ un modulo piatto;

(2) per ogni sequenza esatta corta E si ha che E®4 N é ancora esatta corta;

(3) per ogni omomorfismo uw: M' — M iniettivo si ha che l'omomorfismo
u®i: M @4 N — M@ N ¢& iniettivo.

Dimostrazione. (1) implica (2) banalmente; (3) implica (2) poiché 'esattezza a de-
stra ¢ sempre verificata, e ’esattezza a sinistra ¢ assicurata dal mantenimento
dell’iniettivita.

Proviamo ora che (2) implica (3). Sia assegnato un omomorfismo u: M’ — M,
iniettivo; possiamo allora costruire la sequenza

().>M'LM.>M/Imu.>O,
che ¢ esatta corta; poiché vale la (2), la sequenza

O—)M’@ANL@>M®AN—>M/IHIU®AN—>O
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¢ esatta, e quindi u ® 7 € iniettiva, come volevasi.

Proviamo infine che (2) implica (1). Consideriamo una sequenza esatta E e
sia M’ - M —— M" una sua sottosequenza; essa sara ancora esatta. Detta v’ la
funzione avente la medesima legge di v, lo stesso dominio, e per codominio Im v, si

ha che la sequenza
M s M- Tmy — 0
¢ esatta, e quindi, tensorizzando, la sequenza
M @sN -2 Mo, N 22 mygs N — 0

¢ esatta.

SihaImwv C M”;sia j: Imv — M"” Dinclusione; essa ¢ iniettiva; ma poiché (2)
implica (3), la tensorizzazione mantiene l'iniettivita, e quindi j ® i: Imv ® 4 N —
M" ®4 N & ancora iniettiva; osserviamo inoltre che (j ® i) o (v ®i): M @4 N —
M"®N restituisce proprio v®i; I'iniettivita di j®i assicura inoltre che Ker (v ® i) =
Ker (v' ® 1); dall’esattezza di

M @3N —M®s N —Imv@s N —0
segue allora l’esattezza di

M QN -—M;s, N—M' 4N —O0,
ed in particolare I'esattezza di

M ®aN— M@y N— M"®4 N;

poiché il ragionamento puo essere ripetuto per ogni sottosequenza di F e per ogni
sequenza F, si ha in definitiva che il prodotto tensoriale conserva l’esattezza, e
quindi N & un modulo piatto. O

PROPOSIZIONE 5.4 Si provano immediatamente le sequenti proprieta:
(1) A ¢ piatto su A;
(2) la somma diretta di moduli piatti é piatta;

(3) 4 moduli liberi sono piatti.






CAPITOLO III

Anelli di frazioni

1. Definizioni

Al primo anno & stato visto come, dato un dominio d’integrita D, sia possibile
costruire un campo K, detto campo delle frazioni di D, in cui D si puo¢ immergere

. . . . a ..
ed i cui elementi possono essere rappresentati nella forma 7 con la condizione che

gzgseesolosead—bc:o.

b
Vediamo ora come questo procedimento si possa generalizzare; precisamente, a
partire da un arbitrario anello A, ed assegnato S C A, vediamo quando ¢ possibile

definire una estensione di A in cui gli elementi di S siano invertibili.

DEFINIZIONE 1.1 Sia A un anello commutativo con unita e sia S C A; diremo che S ¢
un insieme moltiplicativose 1 € S e se da a,b € S segue a-b € S.

Consideriamo ora un anello A ed un suo insieme moltiplicativo S; definiamo,
in A x S, la relazione di equivalenza

(a,s) ~ (bt) < FJueS|ulat—0bs)=0.

Denotiamo poi con Ag l'insieme quoziente di A X S con ~; i suoi elementi

verranno indicati con simboli del tipo —, con a € A, s € S, e con la convenzione
s

che
a b
Pl s Ju eS| ulat —bs) =0.
s
Osserviamo che & possibile definire una mappa ¢: A — Ag con ¢(a) = %; ©,

in generale, non & iniettiva; infatti, p(a) =0 < Ju e S |au=0.
L’insieme Ag si suole denotare anche con S~'A, ed ¢ detto I’anello delle frazioni
di S in A. L’omomorfismo ¢ prende il nome di omomorfismo canonico.

PrROPOSIZIONE 1.1 L’anello delle frazioni di S in A e 'omomorfismo ¢ godono delle

due sequenti proprieta:

e per ogni s € S, esiste (p(s)) " ;

e ogni elemento di S si puo scrivere nella forma p(a)(¢(s)) ™", con a € A

edseS.

EsEMPIO 1.1 Vediamo ora un importante esempio di anello di frazioni.

Sia p un ideale primo di un anello commutativo con unita A; si vede immedi-
atamente che S = A\ p & un insieme moltiplicativo di A; ha allora senso considerare
I'anello delle frazioni S™1A, che si suole anche indicare, in questo caso, con A,.

. T . . a

Vediamo ora alcune proprieta di Ap. I suoi elementi sono nella forma —, con

5

a € Aed s ¢ p; si vede immediatamente che

33
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a . . . . . |
e se a ¢ p, — ¢ invertibile ed il suo inverso &
s

)

ISEEY

a e . .
e se a € p, — non ¢ invertibile;
S

a
ne segue allora, in particolare, che m = {f |a€p,sé p} e un ideale massimale
di A, ed e costituito da tutti e soli gli elementi non invertibili; m ¢ allora 'unico
ideale massimale di Ay, che risulta quindi essere un anello locale; m ¢ detto esteso,

e lo si denota anche con pA,.

OSSERVAZIONE 1.1 Il precedente esempio mostra anche perché gli anelli con un solo
massimale vengano detti locali; se un anello locale nasce come anello delle frazioni
A,, in A, spariscono tutti gli ideali che non sono contenuti in p, permettendo di

studiare, appunto localmente 'ideale p (senza influenze dall’esterno).

EsEMPIO 1.2 Consideriamo ora il caso A = Z; sappiamo che gli ideali primi di Z sono
generati da numeri primi p; per quanto visto nell’esempio precedente possiamo allora
dire che Z,) ¢ un anello locale, il cui ideale massimale ¢ I'insieme delle frazioni il
cui numeratore ¢ multiplo di p.

OSSERVAZIONE 1.2 Osserviamo che a priori non € escluso che 0 € S; in tal caso si ha

a 0
perd S~1A = {0}, poiche, per ogni a € A si ha 171 (basta prendere u =0 € 5).

EseEmp1o 1.3 Fissiamo a € A, e consideriamo S = {a™ | n € N}; S71 A si suole in questi
casi indicare con A,; se a ¢ nilpotente, si ha 0 € S, e quindi A, = {0}; se invece
a non ¢ nilpotente, A, sara l'insieme delle frazioni aventi per denominatore una

potenza di a. Ad esempio, se A =Z e a = 10, si ha

m
A= {{5Ime2 ten}
10 10t|m6 ,tEN,

ossia 'insieme dei numeri decimali finiti.

2. Proprieta degli anelli di frazioni

OSSERVAZIONE 2.1 Supponiamo di avere un A-modulo M ed un insieme moltiplicativo

S di A; possiamo allora definire

SilM:{%\meM,seS}

m n
con la solita condizione — = — <= Ju € S| u(mt —ns) =0.
s
Si vede immediatamente che S™!M & sia un A-modulo, sia un S~ A-modulo;
per quanto riguarda quest’ultimo fatto, basta osservare che

a m am

st_g

¢ perfettamente definita (non dipende, cioé, dai rappresentanti scelti per le frazioni).

OSSERVAZIONE 2.2 Supponiamo di avere una sequenza
M f MY M”;
possiamo allora considerare la sequenza

S—lM/ S_lf S—IM S_lg S—lM/l
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dove i moduli possono essere visti sia come A-moduli, sia come S~'A moduli, e gli

omomorfismi sono definiti da
! !
(S‘lf)<m> ™) e ses
S 5
(5_19) (@) = 79( ) VYmeM,seS,;
s s
proviamo ora che, se la sequenza originaria e esatta, anche la sequenza degli anelli
di frazioni ¢ esatta.

Dimostrazione. Supponiamo che la sequenza originaria sia esatta; dalla iniettivita di f
e suriettivita di g seguono immediatamente l'iniettivita di S=!f e la suriettivita di
S~1g. Proviamo ora che Im (S_lf) = Ker (S‘lg).

! !/
Si ha innanzi tutto ((S_lg) o (S_lf)) (m) = M
s S
za della sequenza originaria, e quindi Im (S~ f) C Ker (S™1g).
Viceversa, se M egs1Me (Silg) (ﬁ) = 0, esiste u € S per cui ug(m) = 0;
S S
ne segue g(um) = 0, e quindi um € Kerg = Im f; esiste allora m’ € M’ per
!/
cui f(m') = um; quindi m_ (S_lf) m , ossia ™ ¢ m (S_lf); si ha allora
S S S
Ker (S7'g) C Im (S71f); dalle due inclusioni segue Im (57! f) = Ker (57'g), ed
in definitiva I'esattezza della sequenza. O
OSSERVAZIONE 2.3 Siha S™'M =2 S~ 'A®4 M.
Dimostrazione. Gli elementi di S™'A ® 4 M sono del tipo
a;

7®mi,
Si

= 0 per la esattez-

iel

dove la somma ¢ estesa ad un insieme finito; fissato un tale elemento, sia s = Hie 7 845

I’elemento si potra allora scrivere nella forma

foa o (tia)@m; 1
5t g Tl ome 15
s

X S S ©
iel iel

1
ogni elemento di S™'A® 4 M si pud allora scrivere nella forma — ®m con s € S ed
s

. . m
m € M; viene allora naturale definire un omomorfismo con la legge — ® m — —; la
s s
. . N . . . ’ m .
mappa e banalmente suriettiva; e iniettiva poiché da — = 0 segue che esiste u € S
S
per cui um = 0 e quindi
U 1
-—@m=—@m=—® (um) = 0;
5 us us
la mappa ¢ allora un isomorfismo e la tesi € cosi provata. O

OSSERVAZIONE 2.4 La proprieta che gli anelli di frazioni conservano ’esattezza puo

allora essere enunciata dicendo che, se
M — M — M"
¢ esatta, anche
ST'A@A M — ST'Ags M — S Ao, M”

¢ esatta; in altre parole, S™'A & un A-modulo piatto su A.
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OSSERVAZIONE 2.5 Se M, N sono A-moduli, si vede facilmente che
STIM ®g-14 STIN =S (M ®4 N),

ossia la creazione di frazioni commuta con il prodotto tensoriale.

3. Localizzazione

Abbiamo visto che, fissato un ideale primo p di un anello A commutativo con
unita, nasce spontaneamente A,, anello delle frazioni di S = A\ p su A4; il processo
consistente nel dedurre proprieta di A a partire da proprieta da A, prende il nome
di localizzazione; in particolare, una proprieta viene detta locale se viene conservata
da questo processo.

Vediamo ora alcune importanti proprieta locali.

PROPOSIZIONE 3.1 Sia M un A-modulo; le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) M ¢é nullo;
(2) M, é nullo per ogni ideale primo p di A;
(3) My & nullo per ogni ideale massimale m di A.
Dimostrazione. (1) implica banalmente (2), che implica banalmente (3); basta allora
provare che (3) implica (1).

Supponiamo che valga le (3), e supponiamo per assurdo che M # 0; esiste
allora m € M, con m # 0; consideriamo allora ’annullatore di m; essendo m # 0, si
ha ann (m) # A, ed esiste allora un massimale m contenente ann (m); per U'ipotesi
(3), My = 0, e quindi ? € My, deve essere nullo; esiste allora u ¢ m per cui

um = 0, e quindi v € ann (m) C m, assurdo. O

PROPOSIZIONE 3.2 Siano M, N due A-moduli e sia f: M — N un omomorfismo; le
sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) f é iniettivo;
(2) fo: M, — N, é iniettivo per ogni ideale primo p di A;
(3) fm: My — Ny, ¢ iniettivo per ogni ideale massimale m di A.
Dimostrazione. (1) implica (2), poiché la localizzazione, come visto in generale per il
passaggio agli anelli di frazioni, conserva ’esattezza delle sequenze e quindi, in parti-
colare, I'iniettivitd degli omomorfismi; (2) implica (3) banalmente; per completare
la dimostrazione rimane allora da provare che (3) implica (1).
Poniamo K = Ker f e proviamo che K = {0}. La sequenza K Moy LoNe
esatta, essendo Imid = K = Ker f; allora anche le sequenze K, d, My, NELIN m
sono esatte, per ogni massimale m; quindi, essendo fy: My — Ny, iniettivo per
lipotesi (3), dev’essere Ky, = 0 per ogni massimale m; per la PROP. 3.1 si ha allora
che K = 0, ossia l'iniettivita di f. U
PROPOSIZIONE 3.3 Siano M, N due A-moduli e sia f: M — N un omomorfismo; le
sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) f é suriettivo;
(2) fo: M, — Ny é suriettivo per ogni ideale primo p di A;

(3) fm: My — Ny, & suriettivo per ogni ideale massimale m di A.
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Dimostrazione. La dimostrazione € analoga alla dimostrazione della PROP. 3.2, ragio-

nando pero sulla sequenza M — N — CoKer f. O

PROPOSIZIONE 3.4 Sia M un A-modulo; le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) M ¢ piatto come A-modulo;
(2) M, é piatto come Ap-modulo, per ogni ideale primo p di A;
(3) My, ¢ piatto come Am-modulo, per ogni ideale massimale m di A.

Dimostrazione. Proviamo che (1) implica (2); occorre provare che se la sequenza di
Ap-moduli

9 N —N-—N"
¢ esatta allora lo ¢ anche la sequenza
(10) N'®a, My — N ®@a, My — N" @4, M,.
Per le proprieta del prodotto tensoriale si ha
N®a, My 2 N®ga, (Ap @4 M) =2 (N @a, Ay) @4 M =N @4 M,
ed analogamente per N’ ed N”; allora, la sequenza (10) si pud scrivere
N ®@aM-—N@sM— N"®4 M,

che & esatta poiché M & per ipotesi piatto e la sequenza (9) & per ipotesi esatta.

(2) implica banalmente (3); rimane allora da provare che (3) implica (1). Basta
provare che dall’iniettivita di N/ — N segue I'iniettivita di N'®@4 M — N ® 4 M;
supponiamo quindi che N’ — N sia iniettiva; poiché A ¢ un modulo piatto, anche
N' @4 A — N ®4 Ay sard iniettiva; per la (3) si ha allora la iniettivita di

N' @4 An @4, M — N @4 An ®4,, M,
ovvero di

N}, ®a,, Myw — Ny @4, M,
o ancora di

(N'®@a M), — (N ®@as M),;

per la PROP. 3.2 ne segue infine l'inettivita di N’ ® 4 M — N ®4 M, che & quanto

volevamo provare. O

4. Anelli di frazioni ed ideali estesi e contratti

OSSERVAZIONE 4.1 Sia A un anello commutativo con unita, S un suo insieme molti-
plicativo, ¢: A — S~1A I'omomorfismo canonico.
Ad ogni ideale a di A possiamo far corrispondere il suo esteso:

a®=S"ta= {9 |a€a,s€S}‘
s
Viceversa, ad ogni ideale b S~! A si puo far corrispondere la propria contrazione:
6= (b)) = {a € A| p(a) € b}.

Vediamo ora le principali proprieta delle corrispondenze a — a¢ V a C A,
brb°VbCStA.
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PROPRIETA degli ideali estesi e contratti in anelli di frazioni

(1) ogni ideale di ST A ¢ un ideale esteso;
(2) lesteso di un ideale a di A coincide con ST'A se e solo se aN S # &;
(3) a & un ideale contratto di A se e solo se nessun elemento di S é divisore
dello zero in A/a;
(4) se p & un primo di A che non interseca S, allora S™'p & un primo di
STLA;
(5) se q ¢ un primo di STLA, allora q° ¢ un primo di A che non interseca S;
(6) la legge a — S~ta conserva le somme finite, i prodotti finiti, le intersezioni
finite ed i radicali; in altre parole, per ogni a,a’ € A si ha:
(a) S~ Ha+da)=S5"ta+ S 1d;
(b) S Ha-a')=S5"ta- S ta
() S~Hana)=S"tanS 1
(d) S~ (r(a)) = r(S'a).
Dimostrazione. Proviamo la (1).
Fissiamo un ideale b di S™1A4; allora b¢ ¢ un ideale di A; proviamo che b = b¢®;
si ha sempre b°® C b; proviamo il viceversa; sia % € b; allora T € b; ma — z = (),

e quindi x € b°, ossia e b<¢, e quindi e b, come volevasi.

Proviamo la (2). i

Supponiamo in un primo tempo che a NS # &; sia s € aN S, ; €a® ede
invertibile; quindi a® = S~!A.

Viceversa, supponiamo che a® = S~'4; allora % € a‘, e quindi % = % con
a € aed s € S; esiste allora u € S per cui u(s — a) =0, ossia ua = us; ma il primo
membro sta in a ed il secondo in S; allora ua =us € anN S e quindi anN S # .

Proviamo la (3).

Supponiamo in un primo tempo che a sia contratto; fissiamo s € S e proviamo
che s non ¢ divisore dello zero in A/a, provando che da 5T = 0 segue £ = 0; 5T =0
equivale a sx € a; allora % = € a‘, ossia x € a®“ = a, ovvero T = 0, come
volevamo provare.

Viceversa, supponiamo che nessun elemento di S sia divisore dello zero in A/a;
allora, da sz € a, s € S, segue x € a; fissiamo ora x € a®“, e proviamo che x € q;
r € a®‘ implica % € a°; esistono allora y € a ed s € S per cui % = y, e quindi
esiste u € S per cui u(sx — y) = 0, ossia usr = uy; uy ¢ un elemento disct7 e quindi
anche usr € a; ma us € S, e quindi, per quanto osservato, x € a; & cosi provato che

¢ C a; poiché I'altra inclusione & sempre vera, si ha 'uguaglianza, e quindi a & il
contratto del proprio esteso, ovvero a ¢ un ideale contratto, come volevasi.

Proviamo la (4).

Y

Fissiamo due elementi i % di S~1A4 tali che r. : € S 1p; allora E S~ 1y,

ed esistono quindi z € p, u € S tali che —ZZ = —; esiste allora v € S per cui
S U

v(uzy — stz) = 0, ossia vstz = wvzy; il primo membro sta in p (in quanto z € p), e

quindi anche wvzy € p; poiché pNS = &, u, v ed wv non stanno in p, e deve quindi

necessariamente zy € p; ne segue allora che z € p oppure y € p, ovvero — € S~ 1p
s
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oppure % € S71p, e quindi S~'p & primo.

Osserviamo che la condizione p NS = & & essenziale, poiché altrimenti si
avrebbe, per la (2), S~'p = S71A, che non & un ideale primo.

Proviamo ora la (5).

Poniamo p = q¢; per (1), tutti gli ideali di S~!A sono estesi, e quindi q = p*;
inoltre, essendo q # S~!A, per (2) si ha pN S = @. Proviamo che p & primo;
fissiamo x,y € A tali che x -y € p; allora % . % € ¢; q € primo, e quindi % €qo
% € q, 0ssia x € p 0 y € p; quindi p & primo.

Proviamo infine la (6).

(6a) e (6b) sono sempre vere nel passaggio da un ideale all’ideale esteso; la

N

(6d) ¢ banale; proviamo allora (6¢). L’inclusione S~'(ana’) € S~tan S~1a’ &

Y

x
" allora z = — = Z con

sempre vera; proviamo ’altra; fissiamo z € S~tan S~ 1a’;
S

x €a,y€d, s teS; esiste allora u € S per cui u(tx — sy) = 0, ossia utx = usy;
il primo membro sta in a ed il secondo in @', e quindi entrambi stanno in a N a’;

x Y utr  usy . . . /

da — = = segue anche che ol T; i denominatori appartengono ad ana’, e
uts uts

quindi le frazioni stanno in S~!(a N a’); ma le frazioni sono entrambe uguali a z, e

quindi z € S~1(aNa’), come volevasi. O
COROLLARIO 4.1 Sia N il nilradicale di A; allora S™'N ¢ il nilradicale di S™1A

OSSERVAZIONE 4.2 Le proprieta (4) e (5) suggeriscono che ci sia una corrispondenza
biunivoca tra i primi di A che non intersecano S ed i primi di S~ A4; cid & vero; per
verificare cio, basta provare che p — p© e q — ¢° sono I'una l'inversa dell’altra.

Si ha q+— q° — q°° = q per la (1); rimane da provare che p — p© +— p© = p;
per la (3), basta verificare che gli elementi di S non dividono lo zero in A/p; cio
segue immediatamente dal fatto che A/p ¢ un dominio (essendo p primo) e dal fatto
che p NS = J; quindi gli elementi di .S sono non nulli in A/p7 e non dividono lo

zero in quanto A/p non ha divisori dello zero.

COROLLARIO 4.2 Se p e un primo di A, c’é una biiezione tra i primi di A contenenti
p e i primi di A,.






CAPITOLO 1V

Anelli e moduli noetheriani ed artiniani

1. Prime definizioni e proprieta

DEFINIZIONE 1.1 Sia M un A-modulo.
Diremo che M soddisfa la condizione delle catene ascendenti finite (c.c.a.f.) se
ogni catena ascendente di sottomoduli di M ¢ finita.
Diremo che M soddisfa la condizione delle catene discendenti finite (c.c.d.f.) se

ogni catena discendente di sottomoduli di M e finita.

DEFINIZIONE 1.2 Un modulo che soddisfa la c.c.a.f. si dice noetheriano; un modulo che

soddisfa al c.c.d.f. si dice artiniano.

PROPOSIZIONE 1.1 Sia M un A-modulo; le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) cca.f;
(2) ogni famiglia di sottomoduli ammette un massimale;

(3) ogni sottomodulo ¢ finitamente generato.

Dimostrazione. Proviamo che (1) implica (2).

Sia F una famiglia di sottomoduli di M; fissiamo My € F; se My & massimale,
la tesi e vera; altrimenti e possibile sceglie M; € F con My C M;j; ragionando
analogamente su My, si ottiene o la massimalita di M; (e quindi la tesi), oppure
lesistenza di My € F con My C Mos; cosi procedendo, nasce una catena My C
My C My C ...; per lac.c.a.f., questa catena dovra necessariamente avere termine,
ossia esiste un massimale (che sara ['ultimo elemento della catena).

Proviamo ora che (2) implica (3).

Sia N un sottomodulo di M; proviamo che N & finitamente generato; conside-
riamo la famiglia F dei sottomoduli di N finitamente generati; per la (2), F ha un
massimale N; la tesi ¢ provata se proviamo che N = N; supponiamo per assurdo
che N # N; esiste allora n € N \ N; detti ny, na, ..., ny i generatori di N, si ha
allora che (nj, na, ..., ns, n) & un sottomodulo di N finitamente generato e conte-
nente propriamente N: cid ¢ assurdo per la massimalita di N, e quindi N = N &
finitamente generato.

Proviamo infine che (3) implica (1).

Sia My C M; C --- C M,, C --- una catena ascendente di sottomoduli di M e

sia N = U,cn
siano my, no, ..., Ny 1 suoi generatori; per ogni ¢ = 1, 2, ..., t & possibile trovare

M,; N & un sottomodulo di M, e quindi N & finitamente generato;
Mj, per cui n; € Mj,; detto allora h = max {j1, jo, ..., ji}, per la crescenza della
catena sihan; € Mp Vi=1,2,...,n, equindi N C Mj; risulta allora

NCM,CMp ©C---CN,

41
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ossia tutti i moduli sono uguali ad N, a partire dal modulo Mp; la catena My C
M, C---C M, C... ¢ allora finita, poiché distinti sono solo i primi A moduli. [

OSSERVAZIONE 1.1 Ogni anello A ¢ un A-modulo, ed i suoi sottomoduli sono gli ideali.
La condizione (3) si legge allora dicendo che un anello A & noetheriano se e solo se

i suoi ideali sono finitamente generati.
Per i moduli artiniani vale la seguente

PROPOSIZIONE 1.2 Sia M un A-modulo; le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) c.cd.f;
(2) ogni famiglia di sottomoduli ammette un minimale.

OSSERVAZIONE 1.2 Supponiamo che A = Z; sappiamo che i Z-moduli sono i gruppi
abeliani.

Banalmente, ogni gruppo abeliano G finito & sia artiniano che noetheriano; se
invece G e ciclico infinito (e quindi isomorfo a Z), G & noetheriano, ma non artiniano.
Consideriamo infatti ad esempio Z come Z-modulo; poiché tutti gli ideali di Z
sono finitamente generati (addirittura principali), Z & noetheriano; non & artiniano,

poiché ad esempio la catena
(2)2@H)2@®) 222 2...

& discendente non finita.

Portiamo ora un esempio di modulo artiniano non noetheriano. Fissiamo un
numero primo p e consideriamo, in C, per ogni n € N, I'insieme G(p™) delle radici p™-
esime dell’unita; esse formano un gruppo rispetto al prodotto; posto allora G(p™) =
Unen G(p™), si ha che G(p*) ¢ un gruppo abeliano; si pud provare che gli unici suoi
sottogruppi sono proprio i gruppi G(p™). Allora, ogni catena discendente ¢ finita,

poiché sara una sottocatena di
HcGp)cGE’)c---cGe)C...

e deve quindi terminare, al pit con (1); Questa stessa catena & ascendente non

finita; G(p*) ¢ allora artiniano, non noetheriano.

PROPOSIZIONE 1.3 Sia 0 — M' — M — M" — 0 una sequenza esatta; allora
M ¢& noetheriano (risp. artiniano) se e solo se M’ ed M" sono noetheriani (risp.
artiniani).

Dimostrazione. Proviamo il teorema nel caso di noetherianita dei moduli (per 1’artini-
anita si ragionera in maniera analoga).

Supponiamo che M sia noetheriano; allora M’ ¢ noetheriano, in quanto suo
sottomodulo (per Pesattezza della sequenza); M & anche noetheriano; infatti, es-
sendo la mappa M — M" | la controimmagine di una catena di sottomoduli di M"”
¢ una catena di sottomoduli di M e moduli distinti hanno controimmagini distinte;
in M la catena ¢ finita, e quindi deve essere finita anche in M".

Viceversa, supponiamo che M’ ed M" siano noetheriani; proviamo che M @&

noetheriano. Fissiamo una catena ascendente

MyCM; C---CM,C...
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di sottomoduli di M; essendo M” = M/ /> le immagini in M" degli elementi della
catena saranno insiemi del tipo M; + M I/M/, e formeranno una catena ascendente

di M"; per la noetherianita di M”, esiste un 72 € N tale che
Mn+MI/M/:Mﬁ+M//M/ Vo> n

per il TEOR. dell’isomorfismo si ha poi
Mi—’_M//M’gMi/MiﬂM/ VieN,

e quindi
Moo =Mn awe Yz

ma gli insiemi M; N M’ formano una catena di M’, che ¢ noetheriano, ed esiste
allora m € N tale che

M, "M =M NM Y m > m.

Possiamo inoltre sceglie m > @'

Fissato m > m, consideriamo le due sequenze
0— Ms{nM — M; — Mm/MmﬂM’—’O’
00— M, NnM — M, — Mm/MmﬂM’—’();
per la scelta di m si ha M,, "M’ = Mz NM' e Mm/Mm AM =", 0 Ml
COR. 4.1, Cap. II del LEMMA del serpente assicura allora che M = M,,; questo

vale per ogni m > m, e quindi la catena dei moduli M; & finita (termina al pit con

M), che & quanto serviva per dimostrare la noetherianita di M. O

EseEMPIO 1.1 Possiamo ora portare facilmente un esempio di gruppo non noetheriano

e non artiniano; consideriamo infatti il gruppo
m
G—{t|m€Z,t20};
p
la sequenza
0 —Z—G— G(p>*)—0

¢ esatta; Z non ¢ artiniano, G(p°°) non & noetheriano, e quindi G non & né artiniano

né noetheriano.

OsSsERVAZIONE 1.3 Una sequenza esatta spezzata
0— M —MaeM — M —0

gode della precedente proprieta; allora, un modulo M che ¢ somma diretta di una
famiglia {M;},.; ¢ noetheriano (risp. artiniano) se e solo se M; & noetheriano (risp.

artiniano) per ogni i € I.

COROLLARIO 1.1 Sia A un anello noetheriano (risp. artiniano); se M & un modulo su

A finitamente generato, allora M ¢é noetheriano (risp. artiniano).

INel caso m < 7, basta prendere m = 7.
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Dimostrazione. Infatti, detti my, ms, ..., my i generatori di M, esiste un omomorfismo
suriettivo ¢: A® — M, con la legge ¢(ay, as, ..., a;) = 22:1 a;m;; M & allora
quoziente del modulo libero A!, che & noetheriano (risp. artiniano), e quindi M &
noetheriano (risp. artiniano). O

2. Serie di composizione
DEFINIZIONE 2.1 Sia M un modulo; una catena finita
0)=MygC M, C---CMy=M

si dice una serie di composizione se non e raffinabile, ovvero se non esistono sotto-
moduli di M compresi fra M;_1 ed M;, perognii =1, 2, ..., t, 0, equivalentemente,
se tutti i quozienti Mi/ M,_, sono semplici, ovvero privi di sottomoduli propri non
banali.

NoTAZIONI Per ogni modulo M che possegga una serie di composizione, denotiamo con

I(M) la minima lunghezza di una serie di composizione di M.

PROPOSIZIONE 2.1 Sia M un modulo; supponiamo che M possieda una serie di com-
posizione; allora:
(1) per ogni sottomodulo N di M si ha I[(N) < (M), ed I(N) = (M) se e
solo se N = M;

(2) ogni catena di sottomoduli di M ha lunghezza non maggiore di [(M);

—~
w
~~—

ogni serie di composizione ha lunghezza [(M);
(4) ogni catena di sottomoduli di M si puo raffinare ad una serie di compo-
sizione;
(5) una catena é una serie di composizione se e solo se ha lunghezza [(M).
Dimostrazione. Sia t = [(M) la minima lunghezza di una serie di composizione di M.
Proviamo innanzi tutto che, per ogni sottomodulo N di M, si ha I(N) < I(M).
Fissiamo un sottomodulo N di M; sia

O)=MyCM C---CM =M
una serie di composizione di M di lunghezza minima; allora, la catena
(11) ) =MyNnNCMiNNC---CMNN=N

¢ una serie di composizione di N, ed ha lunghezza non maggiore di ¢ (poiché non puo
avere pit moduli della serie di composizione originaria); allora la minima lunghezza
di una serie di composizione di N sara non maggiore della lunghezza di (11), che a
sua volta ¢ non maggiore di ¢t = I[(M); in definitiva, {(N) < (M) (potendo anche
essere [(N) < (M), se esiste un ¢ per cui M; NN = M; 1 N N).

Proviamo ora che, se [(N) = [(M), allora N = M. Per quanto appena osservato,
I(N) =I(M) implica che M; "N # M;;; NNV i=0,1,...,t—1; si ha quindi
Mita 0 N/Mi AN = MiH/Mi Vi=0,1,...,t—1; proviamo per induzione che
da questo segue M; "N = M; Vi=0,1, ..., t, ragionando per induzione.

Se i = 0, si ha My = MynN N = (0); allora Myn N/(O) = Ml/(0)7 ossia
M; N N = Mjy; 'uguaglianza & allora vera nei casi i =014 = 1.
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Supponiamo ora che sia i > 1 e che M;_1 = M;_1 N N; proviamo che M; =

M; N N; confrontiamo le sequenze
0— M-y — M; — ]wi/]\/[i_1 — 0,
0—>M1,10N—>MZQN—> MimN/Mi_lmN—>0;

gli estremi sono uguali (il primo per ipotesi induttiva, il secondo per quanto visto
sopra), e i moduli di mezzo soddisfano I'inclusione M; N N C M;; ne segue allora
(CoRr. 4.1, CAP. II del LEMMA del serpente) M; N N = M;.

E quindi verificato per induzione che M; = M; NN per ognii=1,2, ..., t; in
particolare, per ¢ =t siha N = M; NN = M; = M, ossia N = M.

Questo prova la (1). Proviamo ora le (2) e (3).

Fissiamo una catena finita

(0)=Mo C My C--- C My = M;
di sottomoduli di M; per quanto visto sopra, risulta

poiche ogni lunghezza ¢ un numero intero, le maggiorazioni strette assicurano che
t = 1(M) > k (ogni diseguaglianza stretta fra interi aggiunge almeno un’unita, e
vi sono k diseguaglianze strette); quindi k < [(M), ovvero la catena ha lunghezza
non maggiore di {(M); cid prova la (2); ne segue anche che non possono esistere
catene infinite di sottomoduli di M (poiché da una catena infinita se ne potrebbe
estrarre una finita di lunghezza maggiore di I(M), contro il fatto che ogni catena
finita ha lunghezza non maggiore di I(M)); inoltre, se la catena fissata & una serie
di composizione, essa deve avere almeno lunghezza ¢ = [(M) (che era la lunghezza
minima di una serie di composizione); quindi k¥ > t per le serie di composizione;
ma k < t sempre, e quindi ¢t = k per le serie di composizione, ovvero ogni serie di
composizione ha lunghezza ¢ = [(M); cid prova la (3).
Proviamo infine le (4) e (5).

Fissiamo una catena
(O):M()CMlC"'CM]@:M;

di sottomoduli di M (che abbiamo appena vista essere necessariamente finita) e
proviamo che la si puo raffinare ad una serie di composizione; se la catena € una
serie di composizione, abbiamo finito; supponiamo allora che la catena non sia
una serie di composizione; cio vuol dire che almeno un quoziente MiH/MZ- non e
semplice; equivalentemente, cio vuol dire che si possono intercalare moduli tra M;
ed M;yq per qualche ¢ =1, 2, ..., k; Poperazione di intercalare moduli allunga la
catena: la sua lunghezza passera da k a k + 1; il procedimento termina qui se la
nuova catena € una serie di composizione; se non si ¢ ancora ottenuta una serie di
composizione, allora il ragionamento puo essere ripetuto, e la catena si allunghera
ancora, passando da k+ 1 a k + 2 moduli; il procedimento continua finché la catena
ottenuta aggiungendo moduli non sia una serie di composizione; osserviamo che il

procedimento ha termine, poiché ogni catena ha lunghezza non maggiore di ¢, e
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quindi il procedimento termina dopo al piu ¢t — k passi: abbiamo quindi provato
che ogni catena si puo raffinare, aggiungendo al pitt ¢ — £ moduli, ad una serie di
composizione (punto (4)); dal procedimento seguito per raffinare la catena segue
anche che la catena non e raffinabile se e solo se ha lunghezza ¢, ossia la catena &
una serie di composizione se e solo se ha lunghezza t (punto (5)).

La tesi ¢ allora completamente provata. O

DEFINIZIONE 2.2 Se M ammette una serie di composizione, M si dice di lunghezza
finita, e la lunghezza di una sua qualunque serie di composizione si dira lunghezza

di M, e verra indicata con il simbolo I(M).

PROPOSIZIONE 2.2 Un modulo M ha lunghezza finita se e solo se € noetheriano e
artiniano.

Dimostrazione. Se M ha lunghezza finita, ogni catena di M & finita; allora M soddisfa
sia la c.c.d.f. che la c.c.a.f., ed & quindi sia noetheriano, sia artiniano.

Viceversa, supponiamo che M sia noetheriano ed artiniano; per la noetherianita,

esiste M7 sottomodulo massimale di M; anche M; & noetheriano, ed esiste quindi

M5 sottomodulo massimale di My; cosi procedendo, si crea una catena discendente

di sottomoduli di M, non raffinabile; per l'artinianita di M, la catena e finita, ed &

quindi una serie di composizione; M ha allora lunghezza finita. O

OSSERVAZIONE 2.1 Se A =K & un campo, ogni suo modulo V' & un K-spazio vettoriale;
in tal caso, le condizioni c.c.a.f., c.c.d.f., V di lunghezza finita, sono equivalenti, e

corrispondo alla condizione che V' sia di dimensione finita.

COROLLARIO 2.1 Sia A un anello; se (0) é prodotto di un numero finito di massimali
my, Mo, ..., My, allora A & noetheriano se e solo se ¢ artiniano.

Dimostrazione. Consideriamo la catena
ADmy Dmmg D ---Dmy...my = (0);

. . A R T . m N A .
il quoziente ‘4, , € un campo, ed ¢ quindi semplice; ™14, 1my € un /m2—spa21o
. . m m N A . . \ L . .
vettoriale; "1 2/m1m2m3 € un /mg-spazm vettoriale, e cosi via; negli spazi vet-
toriali c.c.d.f. e c.c.a.f. coincidono, ovvero gli spazi vettoriali sono noetheriani se e

solo se sono artiniani.
A & noetheriano se e solo se ogni quoziente ™1 """ T & noetheri-
gni g Yy mmg g
ano; i quozienti, in quanto spazi vettoriali, sono noetheriani se e solo se sono artini-
ani; ma i quozienti sono artiniani se e solo se A & artiniano; quindi A & noetheriano

se e solo se € artiniano. O

3. Proprieta degli anelli noetheriani

OSSERVAZIONE 3.1 Abbiamo gia osservato che, se A & un anello noetheriano, allora
i suoi quozienti A/a sono noetheriano; si prova anche facilmente che gli anelli di
frazioni ST*A (con S insieme moltiplicativo di A) sono noetheriano.

TEOREMA 3.1 (della base di Hilbert) Se A & noetheriano, allora Alx] é noetheriano.

Dimostrazione. Per ogni polinomio f € A[z], chiameremo coefficiente direttivo di f il

coefficiente del monomio di grado massimo.
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Fissiamo un ideale a di A[z]; proviamo che & finitamente generato; consideriamo
Iinsieme I dei coefficienti direttivi degli elementi di a; I & un ideale di A, che &

noetheriano; quindi I ¢ finitamente generato; sia {ai, ag, ..., a;} un insieme di
generatori di I; per la definizione di I, esistono fi, fa, ..., fi € a tali che a; & il
coefliciente direttivo di f;.

Per ognii =1, 2, ..., t, poniamo n; = deg f;, e sia n = max {ny, na, ..., nNs};
consideriamo in A[z] i polinomi 1,x,...,2" 1 e sia M Dinsieme delle loro com-

binazioni lineari (ossia dei polinomi di grado minore di n); M & un A-modulo,
finitamente generato. Sia poi a’ 'ideale generato dagli f;; per provare che a ¢ fini-
tamente generato, basta provare che a = a’ 4+ (a N M); infatti, in tal caso a sard
somma di ideali finitamente generati, e sara quindi finitamente generato: un suo
insieme di generatori sara costituito dall’'unione di un insieme di generatori di o’
e di un insieme di generatori di a N M. Proviamo dunque che a = o' + (a N M);
poiché inclusione @’ + (aN M) C a & banalmente verificata, basta provare che
aCa + (anM).

Sia f € a; proviamo che f € a’ + (a N M), ragionando per induzione su deg f.

Sedegf<n—1,siha fe M;ma f€a equindi feanM Cd + (an M)
(base dell’induzione).

Supponiamo ora che d = deg f > n, e che ogni polinomio di a di grado minore
di d stia in a’+ (a N M); proviamo che f € @'+ (a N M). Sia a il coefficiente direttivo
di f; per definizione di I, si ha a € I, e quindi esistono by, bs, ..., by € A tali che

t
a="Y b
i=1

allora, il polinomio g = f— 22:1 b; f; ha grado minore di d; essendo poi a un ideale e

fis fo, -+, ft, [ € a,si ha g € a; per ipotesi induttiva si ha allora g € a’ + (a N M),
e quindi f = g+Z§=1 bifi e d+(anM)+d Ca'+(an M), che & quanto volevamo
provare.

Sihaallora a C a’4(a N M); altra inclusione & banale, e vale allora 'uguaglian-
za che, come gia osservato, prova che a & finitamente generato; per 'arbitrarieta di
a si ha allora che Alx] & noetheriano, ossia la tesi. O

PROPOSIZIONE 3.1 Ogni ideale a un anello noetheriano A contiene una potenza del
proprio radicale.

Dimostrazione. 1l radicale di a &€ ancora un ideale di A, ed ¢ allora finitamente generato;
sia {1, a9, ..., Tk} un insieme di generatori di r(a); per definizione di radicale, in
corrispondenza ad ogni x; € possibile determinare n; € N tale che ;" € a; poniamo

k o o
oram =y . ;(n; —1)+1 e consideriamo l'insieme

k
(r(a))m = {1}1r1562r2 .. .Ikrk | ZTZ' = m},
i=1

preso un suo elemento x1™x2"™ ...z, ™k, esiste r; > n; (dar; <n; Vi=1,2,..., k
seguirebbe Y > | r; < m); allora z;"7 € a, e quindi z1"x2" ... 2™ € a; il ra-
gionamento vale per ogni elemento di (r(a))™, e quindi (r(a))”™ C a (si vede anzi

facilmente che m ¢ la minima potenza per cui cio accade). O
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COROLLARIO 3.1 In ogni anello noetheriano il nilradicale é nilpotente.

Dimostrazione. Per definizione il nilradicale N & il radicale di (0); per la precedente
PROP., esiste una potenza m di N che ¢ contenuta in (0); d’altra parte (0) &
contenuto in ogni ideale, e quindi N™ = (0), cioe il nilradicale ¢ nilpotente. O

TEOREMA 3.2 (dell’intersezione di Krull) Sia A un anello noetheriano e sia a un ideale
di A; posto b= (), cya", si ha ab = b; inoltre, se a CR, allora b = (0).

Dimostrazione. Essendo A noetheriano, a sara finitamente generato. Fissiamo un in-
sieme {a1, as, ..., ax} di suoi generatori; sappiamo allora che gli elementi di a

sono del tipo E?Zl Aia;, gli elementi di a? sono del tipo Zﬁjzl

Aija;aj, € cosl via;
in generale, gli elementi di a™ sono le valutazioni su (a1, as, ..., ai) di opportuni
polinomi omogenei di grado n in k variabili.

Per ogni n € N, sia S,, I'insieme dei polinomi f omogenei di grado n in k variabili
per cui f(a1, az, ..., ag) € b. Sia poi S lideale di A[xy, 22, ..., ;] generato da
Unen Sn; per il TEOR. della base di Hilbert (TEOR. 3.1, pag. 46), A[z1, T2, ..., T4]
€ noetheriano, e quindi S & generato da un numero finito di elementi g1, go, ..., g¢;

ogni g; & combinazione lineare di elementi di | Sn: g1 sara quindi c.l. di certi

neN
fi, fa, -+, fsy, g2 saracl. dicerti fo, 41, fs;42, ---, fsy, € coslvia, fino a g; che sara
cl. dicerti fs, ,+1, fs, 142, ---, fr; S € allora generato dai polinomi fi, fa, ..., fr,

che sono elementi di (J Sy; chiamiamo d; il grado di f;, e sia d il massimo grado

neN
dei polinomi f;.

Per provare la tesi, occorre provare che ogni elemento di b sta in ab (poiché
I'inclusione inversa & banalmente vera); fissiamo allora b € b; per la definizione di b,

d+1 e quindi esistera f € Sgy1 tale che f(ai, ag, ..., ap) =

b stara in particolare in a
b;ma Sgy1 C 5, e quindi f e combinazionedi fi, fo, ..., fr: esistono cioe r polinomi
h; tali che f = Y., h;fi; essendo d’altronde f omogeneo di grado d+ 1 e gli f;

omogenei di grado d;, i polinomi h; saranno omogenei di grado d + 1 — d;; si ha poi

r
b= f(a1, ag, ..., ag) = Zhi(al, as, ..., ag) filar, az, ..., ag) € ab,
=t Cadtl-diCq €b
e quindi b € ab, come volevasi.
La prima parte del TEOR. € cosi provata; la seconda parte segue immediata-
mente dal LEMMA di Nakayama, poiché b & un A-modulo finitamente generato e,

per la parte gia provata, ab = b. O
4. Proprieta dei anelli artiniani

PROPOSIZIONE 4.1 Ogni dominio artiniano D é un campo.

Dimostrazione. Sia x un elemento non nullo di D; consideriamo la catena discendente
@262 2@ 2

poiché D ¢ artiniano, la catena ¢ finita, e quindi esiste n tale che, in particolare,
(z") = (z"1), e quindi 2™ = Az"*!, con A opportuno; poiché nei domini vale la
legge di cancellazione, dalla precedente uguaglianza segue 1 = Az, e quindi A ¢ il
reciproco di x; per I'arbitrarieta della scelta di  non nullo, si ha che ogni elemento

non nullo ¢ invertibile, e quindi D ¢ un campo. O
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PROPOSIZIONE 4.2 Se A ¢é un anello artiniano, allora:
(1) ogni ideale primo é massimale;
(2) il nilradicale coincide con il radicale di Jacobson;
(3) esiste solo un numero finito di primi (ovvero di massimali);

(4) 4l nilradicale é nilpotente.

Dimostrazione. Proviamo la (1); fissiamo quindi un ideale primo p di A, e proviamo che
A/p & un campo; cio segue immediatamente dalla precedente PROP., poiché A/p
¢ un dominio (essendo p primo) ed ¢ artiniano (in quanto quoziente di un anello
artiniano).

La (2) segue immediatamente dalla (1) e dalle definizioni.

Proviamo la (3), provando che la famiglia dei massimali & finita. Sia M la
famiglia dei massimali di A, e sia 7 la famiglia delle intersezioni finite di massimali
di A; essendo A artiniano, 7 ammette un elemento minimale m; Nmg N -+ - N M.
Proviamo ora che mj, my, ..., m; sono gli unici massimali; sia m un massimale;
alloramnNm; NmyN---Nm; & un elemento di Z, e deve quindi contenere m; Nmy N
.-+ N'my; ma laltra inclusione & sempre vera, e quindi mNm; Nmg N --- N My =
my Nmy N ---Nmy; in particolare, ﬂle m; € m e quindi, per la PROP. 1 di pag. 10,
deve esistere 7 tale che m; C m; ma m; € massimale, e quindi m; = m, come volevasi.

Proviamo infine la (4). Consideriamo la catena discendente
NON?2D---DN"D -

essendo A artiniano, la catena ¢ finita, e quindi esiste n € N tale che N" =
NP Y p e M. Poniamo, per semplicitd, n = N'™; proviamo che n = (0).

Supponiamo per assurdo che n # (0), e sia C la famiglia degli ideali ¢ di A per
cui cn # (0); C & non vuota, in quanto n € C (infatti, n> = N+t = N =n # (0));
essendo A artiniano, esiste allora ? minimale per C; essendo in particolare 0 € C, si
ha on # (0), ed esiste quindi d € ? tale che dn # (0); si ha allora (d) € C, e quindi
(d) D 9; mad €, e quindi (d) C 0; in definitiva 0 = (d).

Osserviamo anche che (dn)n = dn? = dn # (0), e quindi dn D ? = (d); ma
(d) C dn, e quindi dn = (d); allora d = Ad, con A € n, e si ha allora 'uguaglianza

d=d\=d\>=-..=d\"=-.-;
essendo poi A € n C A, X ¢ nilpotente, e quindi una sua potenza si annulla; allora

d = 0, contro il fatto che dn # (0). L’assurdo assicura allora che n = (0), ossia che
N & nilpotente. O






CAPITOLO V
Decomposizioni primarie

1. Introduzione

DEFINIZIONE 1.1 Un ideale a si dice irriducibile se da @ = b N ¢ segue a = b oppure

a==«.

PROPOSIZIONE 1.1 Sia A un anello noetheriano; ogni suo ideale & intersezione di un
numero finito di ideali irriducibili.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che la tesi non sia vera, e sia M la famiglia
degli ideali di A che non verificano la tesi; essendo M non vuota ed A noetheriano,
esiste un elemento massimale di M; sia esso a; a non ¢ irriducibile (poiché altrimenti
a sarebbe intersezione di un ideale irriducibile: se stesso), e quindi esistono b, ¢ ideali
di A tali che a =bNc¢, ma a# beaz#c; daltra parte a C bea C ¢, e quindi, per la

massimalita di a, b e ¢ non sono elementi di M, e possono quindi essere scritti come

intersezioni finite di ideali irriducibili; siano py, ps, ..., p, gli ideali irriducibili di
beqi,qe, ..., q: gliideali irriducibili di ¢; allora
n t
a:bﬂc:<ﬂpi>ﬁ ﬂ%‘ )
i=1 j=1

e quindi a & intersezione finita di ideali irriducibili, contro il fatto che a € M. 0O

OSSERVAZIONE 1.1 La scomposizione di ideali in intersezione di ideali irriducibili ha lo

svantaggio di non presentare alcun tipo di unicita.

Nota Nel seguito, qualora non diversamente specificato, supporremo sempre che A sia
un anello noetheriano.

2. Ideali primari
DEFINIZIONE 2.1 Un ideale q si dice primario se € proprio e da zy € ¢ segue = € q
oppure y" € q per n opportuno (cioe 2y € ¢ = z € qVy € r(q)).
OSSERVAZIONE 2.1 Un ideale g & primario se e solo se in A/q ogni divisore dello zero ¢

nilpotente. In particolare, quindi, ogni ideale primo & primario.

PROPOSIZIONE 2.1 Se q ¢ un ideale primario, r(q) & primo.

Dimostrazione. Essendo q # A, si ha r(q) # A; supponiamo ora che zy € r(q); allora
esiste n € N per cui (zy)" € g, ossia z"y" € q; essendo q primario, si ha allora
2™ € q, oppure y"™ € ¢, per m opportuno; allora = € r(q), oppure y € r(q), e quindi
r(q) & primo. O

DEFINIZIONE 2.2 Un ideale primario q si dice essere p-primario se p = r(q).

51
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OSSERVAZIONE 2.2 Dalla PROP. 2.1 segue che, se q € un ideale p-primario, allora esiste
una potenza di p contenuta in g. Infatti, p & finitamente generato, essendo A noethe-
riano; sia {p1, p2, ..., p¢} un’insieme di generatori di p; poiché p = r(q), per ogni
1 =1,2,...,t esiste n; € N tale che p;” € q; posto n = max{ny, na, ..., n¢},
si ha che p™ & generato da {p1™, p2™, ..., p:"}, che sono elementi di q, e quindi
p* Ca.

PROPOSIZIONE 2.2 Ogni ideale irriducibile é primario.

Dimostrazione. Osserviamo che basta provare la proprieta nel caso in cui l'ideale sia
quello nullo; infatti, se invece consideriamo a # (0), possiamo sempre ricondurci
all’anello A/a, in cui a coincide con l'ideale nullo (I'irriducibilita e la primarieta
sono invarianti per immersioni).

Supponiamo quindi che (0) sia irriducibile e proviamo che & primario.
Siano x,y € A tali che xy = 0; occorre provare che, se x # 0, allora y ¢
nilpotente.

Consideriamo la catena ascendente degli annullatori delle potenze di y:
ann (y) C ann(yQ) C.--Cann(y") C---;

essendo A noetheriano, la catena sara finita, e quindi esiste n tale che ann (y™) =
ann (y"*P) V p € N.

Proviamo ora che (0) = (z) N (y™); prendiamo un elemento dell’intersezione:
esso sara del tipo bx = cy™; moltiplicando per y si ottiene bxy = cy™*!; ma zy = 0,
e quindi ¢y = 0; allora ¢ € ann (y"*') = ann (y™), e quindi cy™ = 0, ovvero
bx = cy™ € (0); & cosi provata U'inclusione (z) N (y™) C (0); l'altra inclusione &
banalmente verificata, e quindi vale 'uguaglianza (0) = (z) N (y™); essendo poi
x # 0 e (0) irriducibile, deve essere (0) = (y"), e quindi y™ = 0, che & quanto

volevamo provare. [l
COROLLARIO 2.1 Ogni ideale é intersezione di un numero finito di ideali primari.

DEFINIZIONE 2.3 Una decomposizione come nell’enunciato del precedente COR. si dice

una decomposizione primaria.

LEMMA 2.1 (Akizuki) Un anello é artiniano se e solo se é noetheriano ed ogni primo
¢ massimale.

Dimostrazione. Supponiamo in primo tempo che A sia un anello artiniano; proviamo
che A & noetheriano; artinitanita di A assicura che ogni primo ¢ massimale, che A
ha un numero finito di massimali m;, ms, ..., m;, e che il nilradicale N' = ﬂle m;
¢ nilpotente; si ha HE=1 m; C ﬂ§=1 m; = N, e quindi szl m; ¢ nilpotente; detta n

la sua nilpotenza, si ha che

t n
(0) = <H ml) = mlmlml .. .ml .m2m2m2 e m2 .. .mtmtmt .. .mt
i=1

n n n

¢ prodotto di un numero finito di massimali, e quindi I'artinianita di A ne implica
la noetherianita (COR. 2.1, CAP. IV, pag. 46).
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Viceversa, supponiamo che A sia noetheriano, e che ogni suo primo sia massi-

male. Sia
(0)=gqiNg2N---Naqy,

una decomposizione primaria dell’ideale nullo, dove q; & p;-primario; si ha allora
N =1r0) = pNpaN---Nps, e quindi Hle p; C ﬂle p; = N; come nella
parte precedente, la nilpotenza di N (per la noetherianita di A) assicura che (0) &
prodotto di un numero finito di primi, cio¢ di massimali; € nuovamente soddisfatto
il Cor. 2.1, CAP. IV, e quindi la notetherianita di A ne implica Partinianita. O

3. Unicita della decomposizione

OSSERVAZIONE 3.1 Sia a un ideale di A, e sia a = ()_; q; una sua decomposizione
primaria, con ¢; ideale p;-primario.

Sep,=pVi=1,2, ..., n, allora a ¢ un ideale p-primario; infatti, se zy € a
edyé¢p,sihacyeq,yégpVi=1,2,...,n,equindiceqVi=12,...,n,
ossia z € a; quindi a & primario; d’altra parte, r(a) = (Vi r(q;) = (= pi = b, €
quindi a € p-primario.

Supponiamo ora che alcuni primi p; siano distinti; possiamo allora prendere,
nella decomposizione, solo i q; associati ai primi distinti; possiamo anche eliminare

i g; contenenti le intersezioni dei rimanenti, arrivando infine ad una decomposizione

a=qi N Na
con

r(d:) # r(q;) se i # j,

a7 (-

J#i
DEFINIZIONE 3.1 Una tale decomposizione si definisce irridondante; gli ideali primari

q; si dicono le componenti primarie di a, e gli ideali p; sono detti primi associati ad
a. A loro volta, i primi associati si dividono in primi minimali o isolati (quando non
contengono altri primi della decomposizione), e primi immersi, se contengono altri
primi; le corrispondenti componenti prendo ancora il nome di componenti isolate

(quelle il cui primo corrispondente & isolato), e componenti immerse (quelle il cui

primo corrispondente & immerso).

Sia ora a = ﬂ?zl g; una sua decomposizione primaria qualsiasi; allora r(a) =
i, pi, dove p; & il radicale di g;; siano py, po, ..., p i primi minimali di detta
decomposizione; proviamo che ogni primo di A contenente a contiene un p;.

Se p & un primo di A contenente a, allora (passando ai radicali) r(a) C r(p),
ossia (i, pi C p; per le proprieta gia viste sulle intersezioni dei primi, deve allora
esistere un i tale che p; C p, come volevamo provare.

Possiamo allora dire che i primi minimali di una decomposizione sono anche i
primi minimali nell’insieme dei primi contenenti a; da cio segue in particolare che
i primi minimali di a sono in numero finito; infatti, quelli provenienti dalla fissata

decomposizione sono in numero finito; vediamo che non possono essercene altri;
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sia infatti a = ﬂ?zl q;, un’altro decomposizione primaria di a; i primi associati
ad a in questa nuova decomposizione contengono a, e devono quindi contenere i
primi minimali della precedente decomposizione; in particolare, i primi minimali
della nuova decomposizione coincidono con quelli della vecchia decomposizione (in
quanto li contengono e vi sono contenuti); ne segue allora che i primi minimali sono
gli stessi in ogni decomposizione, e sono quindi in particolare in numero finito.

Se la decomposizione fissata in origine era irridondante, si ottiene in particolare
che ogni primo p contenente a deve contenere un primo isolato associato ad a; ossia,

i primi isolati sono i minimali della famiglia dei primi contenenti a.

OSSERVAZIONE 3.2 Il motivo per cui i primi immersi si chiamano in questo modo &
Iinterpretazione geometrica che si puo dare degli ideali; ad esempio, nell’anello
klz,y], dove k & un campo, ogni ideale corrisponde ad una figura geometrica; ad
esempio, 'ideale (x) corrisponde all’asse delle y (di equazione x = 0); I'ideale (z,y)
corrisponde all’origine (di equazioni = 0,y = 0); in particolare, se un primo p’ &
contenuto in un primo p”, allora la figura generata da p” & contenuta nella figura
generata da p’; quindi, i primi immersi rappresentano figure immerse nelle figure

rappresentate dai primi isolati.

EsemMpiO 3.1 Counsideriamo, nell’anello A = k[z,y], 'anello a = (x2,xy); una sua

decomposizione primaria irridondante ¢ data da

a=(z)N (2*,y),

dove q; = (x) e 2 = (22, y) sono primari con primi associati p1 = (z) e p2 = (z,);
poiché si ha p; C pa, possiamo dire che p; € un primo isolato, mentre po € un primo
immerso. Per quanto riguarda U'interpretazione geometrica, si ha che l'origine (p2)

appartiene all’asse delle y (p1).

Vediamo ora di dare qualche teorema di unicita sulle decomposizioni irridon-
danti.

LEMMA 3.1 Sia q un ideale p-primario e sia x € A; allora

(1) sexeq, sihaq:x=A;
(2) sexéq,sihaqCq:2Cp, eq:x ép-primario.

Dimostrazione. 1l primo caso & banale; supponiamo allora che = ¢ q.
L’inclusione q C q : = € sempre verificata; 'inclusione q : © C p seguira dal fatto
che q : z & p-primario; proviamo allora che, se y,z € Acon yz € q:x,esey ¢ p,
allora z € q: z; da yz € q : x segue che yzx € ¢, e quindi da y ¢ p segue zx € q,
ossia z € q : x, come volevasi. O

TEOREMA 3.1 [ primi associati ad un ideale a sono tutti e soli gli ideali primi del tipo
r(a: x).

Dimostrazione. Sia a un ideale di A, e sia a = ()_; q; una sua decomposizione pri-
maria irridondante, con ¢; p;-primario per ogni i = 1, 2, ..., n; Uirridondanza della

decomposizione assicura che p; # p; se i # j, e che q; 2 ﬂj# q;.
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Fissiamo ora x € A tale che r(a : z) sia primo, e proviamo che r(a : ) & uno dei

p;; osserviamo che si ha

a:x = ﬂqi S (q; : x)
i=1 i=1
e quindi
(aza) = (Yrlai) = () v
i=1 it.c.
93%‘11‘

dove T'ultima uguaglianza segue dal punto (2) del precedente LEMMA, e I'ultima
intersezione & non vuota (se fosse x € q; Vi =1, 2, ..., n, si avrebbe z € a, e quindi
a:x = A; allora r(a: ) = A non sarebbe primo, contro la scelta di z); abbiamo
allora in definitiva che r(a: x) ¢ un primo uguale ad una intersezione di primi, e
pertanto (PROP. 2 di pag. 10) r(a: x) sara uguale ad un primo dell’intersezione, e
sara quindi un primo minimale di a.

Viceversa, proviamo che ogni p; primo isolato di a ¢ nella forma r(a : x). L’irri-
dondanza della decomposizione assicura che esiste @ € (;; q; \ q;; allora r(a : z) =

() #n=pi O

h t.c.
z¢qn

COROLLARIO 3.1 I primi associati di un ideale sono univocamente determinati.

OSSERVAZIONE 3.3 Sia a = (0); sappiamo gia che I'intersezione dei primi associati ad
a & uguale all’intersezione dei primi minimali di a; ma i primi minimali di a = (0)
sono i primi minimali nell’insieme di tutti i primi di A, e quindi I'intersezione dei
primi associati ad a & uguale all’intersezione di tutti i primi di a, ossia al nilradicale:

(] »p=N;

p primi
associati
a (0)

proviamo ora che 'unione dei primi associati ad (0) ¢ 'insieme D dei divisori dello

Zero, ossia
120 |J »p=0
p primi
associati
a (0)

Dimostrazione. Come gia osservato in precedenza (Oss. 2.2, CAP. I), si ha
D= U ann (z) = U (0:x);
2#£0 2#0

Consideriamo ora il radicale di D (abbiamo gia osservato che il radicale puo
essere definito per un qualsiasi insieme, non solo per gli ideali); proviamo innanzi
tutto che si ha D = r(D).

L’inclusione D C r(D) & vera per qualsiasi insieme; proviamo l'inclusione inver-
sa; supponiamo che x € r(D) e proviamo che = € D; per ipotesi una potenza x"
di x dividera lo zero; esistera allora b # 0 tale che bz™ = 0, ossia (bx"’l)x = 0;
se bz" ! # 0, ne segue allora che x & un divisore dello zero, e quindi € D come

volevasi; se invece bz™~! = 0, possiamo scrivere (bx”_Q)x = 0, e quindi ancora
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o z dividerd lo zero (se bz"~2 # 0), oppure bx"~2 = 0, e si potrd proseguire nel
procedimento; il procedimento, d’altra parte, dovra necessariamente avere termine,
poiché al pit, dopo n passaggi, si otterra bz = 0, ed essendo b # 0 ne seguira che x
¢ un divisore dello zero; & quindi provato che r(D) C D; dalle due inclusioni segue
D =r(D).

Proviamo ora la nostra tesi (12), provando le due inclusioni.

Da un lato si ha

D=r(D)=r U(O:x) :Ur(O:x):U ﬂpi )

z#0 x#0 z#0 \z¢p;
dove l'ultima eguaglianza ¢ dovuta al TEOR. 3.1 ed al LEMMA 3.1 e dove i p;
dell’ultima intersezione sono i primi associati a (0) e per cui = ¢ p;; osserviamo ora
che, se x # 0, U'intersezione dei primi associati ad (0) che non contengono x & non
vuota, poiché altrimenti si avrebbe r(0 : ) = (0), ovvero x = 0, contro la scelta di

x; d’altra parte, I'intersezione degli ideali & contenuta nell’unione, e quindi

pclJ(Or|lcU|Upwr|cUp

z#0 \z¢p; z#0 \z¢p;

e quindi, per transitivita

DC Upz‘;

d’altra parte, ogni primo associato ad (0) & nella forma r(0 : z) con x # 0, e quindi

U rcUr0:2)=r(D) =D;

p primi z#0
associati
a (0)
dalle due inclusioni segue allora eguaglianza (12) della tesi. U

EsemMPIO 3.2 Consideriamo, nell’anello A = k[, y], l'ideale a = (sc2,xy), ed una sua
decomposizione primaria (z) N (2%,y) ((z) = q1, (2%,y) = g2), con primi associati
p1 = (.’17), P2 = (xay)

In K[z, ( , P1, P2 sono i primi associati dello zero, e si ha p; Npy =

x?, xy)
p1 =N e py Ups = po = D; infatti, z & nilpotente (22 = 0), e quindi p; =N, e j &
divisore dello zero (yZ = 0), ma non nilpotente, quindi py = D

TEOREMA 3.2 Le componenti isolate di una decomposizione primaria Sono univoca-

mente determinate.

Dimostrazione. Sia a un ideale di A, e sia q; una componente isolata di una decom-
posizione primaria irridondante di a; per provare che ¢ univocamente determinata,

basta provare che q; = q;, dove

0 ={zveAl(a:x)Lp};

infatti, q; & univocamente determinato (essendo univocamente determinato p;).
Proviamo dunque che g; = q}.
Se z € g}, siha (a:z) € p;, e quindi esiste y € (a: ) \ p;; allora 2y" € a C q;;

ma y ¢ p,;, e quindi x € g;; & cosi provato che ¢ C q;.
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Proviamo ora l'inclusione inversa; essendo ¢; una componente isolata, si ha
pi 2 (2 Pj» e quindi p; & p; se j # i; esiste allora, per ogni j # i, un b; € p; \ p;;
d’altra parte, essendo q; p;-primario, per ogni j # % esiste n; tale che p;™ C q; C pj;
si ha allora b;" € q; V j # 4, e quindi b = [, ;0;"7 € [, qi, € b ¢ p;. Siamo
ora in grado di provare che, se € ¢;, allora z € qj; infatti, da x € q; segue
xb € ﬂ;;l q;, equindib€a:z; mabép;, equindi (a:z) € p;, ossiaz eq. O

OSSERVAZIONE 3.4 Il precedente teorema non vale per le componenti immerse, come

prova il seguente

EsEmPIO 3.3 Consideriamo, in A = k[z,y], l'ideale a = (acz,xy); esso si puo decom-
porre nei due modi seguenti, aventi la stessa componente isolata (in accordo con il

precedente TEOR.), ma componenti immerse distinte:
a=(z)N (m2,y) =(z)N (xQ,x—f—y).

4. Ulteriori proprieta degli ideali primari

PROPOSIZIONE 4.1 Siano A, B due anelli commutativi con unita, e sia f : A — B un
omomorfismo; se q ¢ un ideale primario di B, allora la sua contrazione f~1(q) ¢

un ideale primario di A.

OSSERVAZIONE 4.1 Se q ¢ un ideale p-primario, abbiamo visto che esiste una potenza
n di p tale che p™ C g C p; in generale, pero, non si ha p” = ¢, come mostra il

seguente esempio.

EsEMPIO 4.1 Sia k£ un campo e sia A = [ x,y|; consideriamo l'ideale primario q =

yl;
(332 ) il suo radicale & p = (z,v), ( 2 ) e la piu piccola potenza di p che

contiene q; quindi p? C q C p.

Inoltre, non & detto che un ideale che abbia per radicale un numero primo p sia

p-primario, neanche nel caso delle potenze p™, come mostra il seguente esempio.

ESEMPIO 4.2 Sia k un campo, e sia A = klz,y, Z]/(xy — 22); consideriamo ’ideale primo
p = (&, Z) (che sia primo si vede osservando che A/p 2 k[y] & un dominio). L’ideale
p? = (i2,227i2) ha per radicale p, ma non & p-primario; infatti, 22 = zy € p? ma
zgp’eyér(p?) =p

PROPOSIZIONE 4.2 Se q ¢ un ideale di A e r(q) = m & un ideale massimale, allora q é
m-primario.

Dimostrazione. L’anello A/q ¢ locale, in quanto i suoi ideali primi sono le immagini dei
primi di A contenenti ¢; ma se un primo p contiene ¢, allora deve contenere il radicale
di g, che ¢ il massimale m, e quindi p = m; in definitiva A/q ha un unico primo (e
quindi massimale): m; in particolare m, essendo I'unico massimale, coincidera con
il nilradicale di A/q; la noetherianita di A assicura inoltre la noetherianita di A/q,
e quindi la nilpotenza del nilradicale m; gli elementi di A/q sono allora o nilpotenti
(se stanno in m), oppure invertibili (se non stanno in m); in particolare, i divisori

dello zero in A/q sono nilpotenti, e quindi q & primario. O

COROLLARIO 4.1 Le potenze degli ideali massimali m sono m-primari.
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OSSERVAZIONE 4.2 Sia A un anello noetheriano e sia q un suo ideale p-primario; sia .S

un insieme moltiplicativo di A.

Se SNp # @, allora l'esteso di q in S™1A & tutto S™1A4; infatti, preso s € SNp
si ha s € p, e quindi esiste n € N tale che s™ € q; ma s™ € S, e quindi qN S # @,
da cui segue che q° = S71A.

Se invece S Np = @, allora q° & p*-primario in S~'A.

Possiamo anzi dire qualcosa di piu: se g € un ideale primo o primario di A che
non interseca S, allora q° & un ideale primo o primario di S~!A4, e la sua contrazione
q°¢ & ancora un ideale primo o primario di A (per i primi cio & stato visto nelle
PROP. 4 e 5, CAP. III di pag. 38; per i primari si prova con la stessa tecnica);

proviamo ora che in questo caso si ha addirittura q¢¢ = q.

Dimostrazione. Poiché si ha sempre q C q°¢ (I'inclusione vale per ogni insieme), occorre

provare la diseguaglianza inversa.

Fissiamo dunque x € q°¢, e proviamo che z € g; essendo z € q°° ¢ possibile
determinare y € q ed s € S tali che r_ y, e quindi esiste u € S tale che
u(sz —y) = 0; quindi usx = wuy; il secondo rflembro sta in ¢, e quindi anche il
UsT € q;

e se q ¢ primo (ed & quindi I'ideale su cui si fa la localizzazione), da us € S
segue us ¢ q; essendo poi usx € q, deve essere x € ¢, come volevasi;

e se q ¢ primario, detto p il suo radicale (e quindi 'ideale su cui si fa la
localizzazione), da us € S segue us ¢ p; allora usz € q implica z € q,

come volevasi;

¢ allora provato che z € q V x € g°°, ossia q°“ C q; dall’altra inclusione, sempre

vera, segue allora 1'uguaglianza della tesi. O

OSSERVAZIONE 4.3 Abbiamo gia visto che, se p & un primo di un anello noetheriano,

allora p™ ha p come radicale, ma non & in generale detto che p” sia p-primario; si vede
pero facilmente che p & I'unico primo minimale di p™; una qualsiasi decomposizione
primaria irridondante p”™ = qNgi;N---Ngy di p™ avra allora una componente isolata
q p-primaria e ¢ componenti immerse q;, con ¢; p;-primaria; per il TEOR. di unicita
delle componenti isolate, g € univocamente determinata; la si suole indicare con
p(™ | e la si chiama potenza n-esima simbolica di p.

Vediamo ora un altro modo per ottenere la potenza n-esima simbolica di p.

Consideriamo I'omomorfismo canonico A — A,; l'esteso p” A, di p™ ha come
radicale pA,, esteso di p, che € I'unico massimale di A;; allora, p" A, ¢ pA,-primario;
contraendo, si ha allora che (p"A,)° & (pAp)“-primario, ossia p-primario; d’altra
parte p” C (p"A,)°. Proviamo ora che (p™A,)° = p(™.

Si ha infatti

t
pr=p"N (ﬂ qi>;

i=1

allora, estendendo in A, e tenendo conto che q; 2 p; D p,

(13) p"A, =p™A,NA, =p™A,;
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per I’Oss. 4.2, si ha (p(")Ap)c = p(™); contraendo allora nella (13) si ottiene
(pmAp)° = p™.
ESEMPIO 4.3 Consideriamo l'anello A = K[z, Z]/(xy —22)¢@ lideale p = (7, 2); l'ide-
ale p? non & primario; infatti si ha p? = (f2,§72,22); ma 22 =2y €p’ ey ¢ p,
T ¢ p?; quindi p? non & primario; vediamo allora chi & p(?).
Per quanto visto nell’osservazione, si ha q = p(®); per quanto visto sopra, sap-
piamo che q = (p(z))ec; poniamoci quindi nel localizzato A, = k(y)[z]; in questo

z
anello y & invertibile (poiché y ¢ p), e quindi da zy = 22 segue z = —; I'immagine

di p? ¢ allora (22); osserviamo che, posto q; = (.1'722) si ha che q; & p-primario,
ed inoltre q:¢ = p2°; contraendo: q; = q:°¢ = p2°° = q, e quindi q; = g, ossia
p? =q= (Q;,ZQ),






CAPITOLO VI

Teoria della dimensione

DEFINIZIONE 1.1 Sia p un primo di un anello noetheriano A; diremo altezza di p, e la
indicheremo con il simbolo ht(p), ’estremo superiore delle lunghezze delle catene

di primi del tipo
P=pn2Pr-12 2 P12 o

Esempio 1.1 11 Z, I'ideale 2Z ha altezza due, in quanto la massima catena di primi e
(0) € 2Z (in effetti, ogni ideale primo non nullo di Z ha altezza due).
In k[z,y], I'ideale p = (z,y) ha altezza tre; una catena di lunghezza massima &
(0) S (2) € (2,9).
DEFINIZIONE 1.2 Chiameremo dimensione di un anelo noetheriano A, e la indicheremo

con il simbolo dim A, 'estremo superiore delle altezze dei primi di A.
OSSERVAZIONE 1.1 Z ha dimensione due. k[z,y] ha dimensione tre.

DEFINIZIONE 1.3 Sia a un ideale di un anello noetheriano A; si chiama altezza di a, e

la si indica con il simbolo ht(a), la minima altezza dei primi contenenti a.
OSSERVAZIONE 1.2 L’altezza di un ideale a & la minima altezza dei primi isolati di a.

LEMMA 1.1 (Krull) Sia A un dominio noetheriano e sia a un elemento non nullo e non
invertibile di A; ogni primo minimale p di (a) ha altezza 1.
Dimostrazione. Sia p un primo minimale di (a); per provare che p ha altezza uno,
occorre provare che I'unico primo contenuto propriamente in p € 'ideale nullo.
Osserviamo inoltre che possiamo sempre supporre che A sia un anello locale, e
che p sia il suo unico massimale; infatti, se cosi non fosse, basterebbe ragionare sul
localizzato A, per ottenere lo stesso risultato.
Supponiamo quindi che A sia locale e che p sia il suo unico massimale; sia q un
primo di A contenuto propriamente in p; proviamo che q = (0).

Consideriamo la catena delle potenze simboliche di q
(14) q2q@2¢@P2...0¢g™ ...,
e la catena
(15) 4+ (@20 + (@) 24% +(@ 22" + (@2

I’anello A/(a) ¢ ancora un anello noetheriano, ed il suo ideali primi sono in cor-
rispondenza biunivoca con i primi di A che contengono (a); per la minimalita di p,
e per la sua massimalita, si ha che p € I'unico ideale primo di A/(a); allora in A/(a)
ogni primo ¢ massimale, e quindi la noetherianita implica 'artinianita; considerata

allora in A/(a) la catena degli estesi di (14) (i cui elementi sono (q("))e), si ha che

61
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la suddetta catena e finita; contraendo, anche la catena formata dagli ideali (q("))ec

risulta finita; ma questa & proprio la catena (15); esiste allora n € N tale che
a7+ (@ =q"+(@ Vizn

ne segue in particolare che q(™ C q() 4 (a) Vj=>n.

Fissiamo j > n; preso x € q(™), si ha allora z = y + Aa, con y € q); quindi
Xa=z—y€q™+q9; maj>nimplica q¥) C g, e quindi Aa € q); ma q(™ &
g-primario, ed a ¢ q (in quanto p & il primo minimale di a, e q € p); quindi X € q(™;
allora = =y + Aa € qY) + (a)q™); per Parbitrarieta di 2 € ¢, si ha allora

q™ € q9) + (a)q"™;
I’altra inclusione & pure banalmente verificata (essendo q/) C q(™), e quindi
g™ = g + (a)q™;

ma (a) & contenuto nel radicale di Jacobson di A (in quanto, nelle nostre ipotesi, p &
l'unico massimale, e coincide pertanto con il radicale di Jacobson); per un CORr. del
LEMMA di Nakayama si ha allora (") = q(9); il ragionamento vale per ogni j > n,
e quindi la catena (14) ¢ finita.

Poiché gli ideali ¢U) sono primari, si ha q¥) = (q(j))ec = (¢?Aq) N 4; d’al-
tra parte, per il TEOR. dell’intersezione di Krull (TEOR. 3.2, Cap. IV), si ha
Njen (07 4q) = (0), e quindi risulta [V, g% = (0), ossia, per la finitezza della
catena (14), gNq® N---N g™ = (0); la catena & non crescente, e quindi 'ultima
uguaglianza si scrive (™ = (0); allora q = r(q(™) = (0), ossia q = (0), che & quanto

volevamo provare. O

TEOREMA 1.1 (dell’altezza di Krull) Sia A un anello noetheriano e sia a un suo ideale;
sia {ay, ag, ..., a.} una famiglia di generatori di a; ogni polinomio minimale p di
a ha altezza al piv 7.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su 7; se r = 1, si ha a = (a), e la tesi &
conseguenza immediata del LEMMA di Krull.

Supponiamo ora che r > 1, e supponiamo che la tesi sia vera per gli ide-

ali generati da r — 1 elementi. Proviamo che, se a & generato dagli r elementi
ai, g, - .-, ar, allora ogni primo minimale p di a ha altezza il piu r.

Sia p un primo minimale di a e sia

PP 2p22 2 Ps

una catena discendente di primi; per provare che ht(p) < r basta provare che s < r.

Osserviamo che possiamo sempre supporre che non esistano primi intermedi fra
p e p1, poiché, se cosi non fosse, basterebbe prendere p} elemento massimale della
famiglia dei primi contenuti in p e contenenti p; (p} esiste per la noetherianita di
A), e considerare la catena avente p) intercalato fra p e p;. Possiamo anche supporre
che p sia I'unico massimale di A; se cosi non fosse, basterebbe infatti ragionare su
A, per ottenere il medesimo risultato.

Per la minimalita di p, sihacheaCpea @ p;, Vi=1,2, ..., s; in particolare
a ¢ p1, e quindi un generatore di a non sta in p;; supponiamo, per fissare le idee,
che sia a; € a\ p;.
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Consideriamo ora p; +(a1) C p; poiché abbiamo supposto che non ci sono primi
fra p; e p, p ¢ il pilt piccolo primo contenente p; + (a1); allora r(py + (a1)) = p,
e quindi p; + (a1) & p-primario (avendo supposto p massimale in A). Sia p* la pitt
piccola potenza di p contenuta in p; + (a1); da a C p segue allora a® C pt, e quindi
at C py + (a1); in particolare, per ogni i = 2, 3, ..., r si ha a;* € p; + (a1) e quindi
esistono b; € A e ¢; € p; tali che

(16) Clit = C; + albi;

consideriamo ora 'ideale a’ = (co, ¢3, ..., ¢.) C p1; se proviamo che p; & primo
minimale di @, si avra ht(p;) < r—1 e quindi s < r, da cui la tesi. Per completare la
dimostrazione basta allora provare che p; ¢ un primo minimale di a’; in particolare,
basta provare che, se p’ ¢ un primo minimale di a’ contenuto in pi, allora si ha
pr=1p"

Osserviamo che a; € r(a’ +(a1)) Vi =1,2,..., r (per a; & banale; per gli
altri segue dalla (16)); allora a C r(a’ + (a1)), e quindi r(a) C r(r(a’ + (a1))), ossia
p C r(a’ + (a1)); per la massimalita di p si ha allora p = r(a’ + (a1)), e quindi
(sempre essendo p massimale) a’ + (aq) risulta essere p-primario.

Sia ora p’ un primo minimale di a’ contenuto in p;; proviamo che p’ = py;
essendo p’ un ideale primo, A/p/ ¢ un dominio, il cui unico massimale & p/p/,
che ¢ primo minimale di (a1) -Hﬂ//p, = (a1)%; per il LEMMA di Krull si ha allo-
ra ht(p/p/) =1, e quindi fra p’ e p non vi sono altri ideali; da p’ C p; C p segue

allora p; = p’ e quindi, come gia visto, la tesi. O

ESEMPIO 1.2 Consideriamo Panello A = k[z, y, 2] ed i suoi ideali
a= (acQ,xy)7 b = (zy,x2);

una decomposizione di a ¢ a = (z)N(z,y), una decomposizione di b ¢ b = (z)N(y, 2);
il primo minimale di a ¢ allora (), di altezza 1; i primi minimali di b sono (z), di
altezza 1, ed (y, z), di altezza 2 (che (y, z) abbia altezza 2 si vede osservando che,
per Krull, (y,z) ha altezza non maggiore di 2; d’altra parte, la catena di primi
(0) C (y) C (y, 2) ha lunghezza 2; quindi (y, z) ha esattamente lunghezza 2).

EsEMPIO 1.3 Consideriamo Panello A = k[u, v, w]/(uu ww, w — v2) ed il suo ideale

a= (u,0,w);

determiniamo D’altezza di a; osserviamo che, poiché A = klu, v] (uv) &= (4,v) ha
altezza non maggiore di 2; d’altra parte, a contiene I’ideale nullo, e quindi contiene
i primi minimali di (0), che sono (@), (v); in A/(ﬂ) si ha ht((avﬁ)/(a» =1, in
quanto l'ideale & principale (generato da v), e ht((ﬂ)/(ﬂ)) = ht(0) = 0; ne segue

allora ht((u,7)) = 1, e quindi a ha altezza 1.

OSSERVAZIONE 1.3 In un anello noetheriano A ogni primo ha altezza finita (poiché ogni
ideale ¢ finitamente generato, ed ogni primo & primo minimale di un ideale); non &
pero detto che A sia di dimensione finita, poiché possono esistere un numero infinito

di primi p,, con ht(p,) = n; in tal caso, la dimensione di A risulta essere infinita.
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EsEMPIO 1.4 Consideriamo 'anello A = k[xy, 22, ..., @y, ...] dei polinomi in infinite

variabili, e consideriamo in esso i primi

p1=(21), p2=(22,23), Pp3=(r4,25,26), bsa=(T7,28 %9, T10), ---;

sia poi S = A\ (U,enPn) = Nyen (A\ Pn), e consideriamo 'anello Ag = S™1A;
si puo provare che questo anello & noetheriano; inoltre, le immagini dei p,, in Ag
sono ideali massimali, di altezza n; quindi Ag ¢ un anello noetheriano di dimensione

infinita.

OSSERVAZIONE 1.4 Se A ¢ un anello locale o semi-locale (ossia, con un numero finito

di massimali), A ha necessariamente dimensione finita. In particolare,

e se A & m-locale, allora dim A = ht(m);

e se A ¢ semi-locate, allora dim A = max {ht(m;) | m; massimale di A}.

TEOREMA 1.2 Sep é un primo di A di altezza r, allora esiste un ideale a di A, generato

da r elementi e di cui p € un primo minimale.

Dimostrazione. Costruiamo per induzione i generatori ay, asg, ..., a, di a, in modo che
(a1, ag, ..., a;) abbia altezza i. Essendo p primo, p € non vuoto e quindi esiste
ay € p; (ay1) costituisce la base dell’induzione; supponiamo ora di aver costruito
ai, ag, ..., a;, con ¢ < r, e costruiamo a;41.

Sia ¢ un primo minimale di (a1, as, ..., a;); per il TEOR. di Krull dell’altezza,
ht(q) < i; d’altra parte, (a1, ag, ..., a;) C qeht(a, ag, ..., a;) =i, quindi ht(q) >
i; in definitiva, ht(q) = 4; larbitrarietad di g assicura che tutti i primi minimali di
(a1, ag, ..., a;) hanno altezza i.

Essendo ¢ < r, p non & contenuto in alcun minimale di (aq, as, ..., a;); per
la PROP. 1 di pag. 10 ne segue allora che p non e contenuto nell’unione dei primi
minimali di (a1, a9, ..., a;), ed & quindi possibile sceglie a;11 € p, a;+1 non ap-
partenente ad alcun primo minimale di (a1, ag, ..., a;); per provare la tesi basta
provare che (aj, ag, ..., a;+1) ha altezza i + 1.

Sia t un primo minimale di (a1, ag, ..., @;11); per il TEOR. di Krull dell’altezza
si ha ht(t) < i+1; d’altra parte, detto g un primo minimale di (a1, as, ..., a;), si ha
q C t, e quindi ht(t) > ht(q) > 4, ossia ht(t) > i + 1; risulta allora ht(t) =i + 1, per
ogni primo minimale t di (ai, ag, ..., a;11), e quindi (a1, ag, ..., a;+1) ha altezza

i+ 1, come volevasi. O

COROLLARIO 1.1 In un anello m-locale A di dimensione d esiste un ideale m-primario

generato da d elementi.

Dimostrazione. Infatti, d e l'altezza di m; per il precedente TEOR., esiste allora a gen-
erato da d elementi, ed m & un primo minimale di a; allora a &€ m-primario, ed &

generato da d elementi. O
COROLLARIO 1.2 Sia A un anello m-locale; la dimensione d di A ¢& il minimo numero
di elementi necessari per generare un ideale m-primario.

Dimostrazione. Dal precedente COR. segue che la dimensione di A ¢ non minore del

minimo numero di elementi necessari per generare un ideale m-primario; d’altra
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parte, se vi fosse la maggiorazione stretta, esisterebbe un ideale a m-primario gen-
erato da r < d elementi, e quindi si avrebbe ht(m) < r < d = dim A, assurdo; vale

allora I'uguaglianza. O

DEFINIZIONE 1.4 Sia A un anello m-locale di dimensione d e sia a = (a1, ag, ..., ag) un
ideale m-primario di A; gli elementi ay, as, ..., agq si dicono un sistema di parametri
di A.

OSSERVAZIONE 1.5 Sia A un anello m-locale e sia v(m) il minimo numero di generatori
di m; le precedenti osservazioni assicurano che dim A < v(m); vedremo ora che gli

anelli per cui e verificata 'uguaglianza godono di una proprieta molto importante.

DEFINIZIONE 1.5 Sia A un anello m-locale; il minimo numero di generatori di m si suole
chiamare dimensione d’immersione di A, e lo si denota con il simbolo e-dim A (e =

embedding, immersione in inglese).

DEFINIZIONE 1.6 Un anello locale A per cui si abbia dim A = e-dim A suole dirsi

regolare.

LEMMA 1.2 Sia A un anello noetheriano m-locale; nessun ideale principale puo con-
tenere propriamente un primo non nullo.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano un ideale principale (z) ed un
ideale primo p tali che (0) € p C (z); sia p # 0 un generatore di p; da p € (x)
segue che p = Az; ma © ¢ p, \x = p € p implicano A € p C (z), e quindi
A = A\ia; ripetendo il ragionamento, si costruisce una successione {\,} tale che
AMmepVneNe

p:Ax:)\lx2:...:)\nxn+l — ... ’
allora p € (™) ¥ n € N; ma (,.n (") = (0) (per il TEOR. dell'intersezione di
Krull!), e quindi p = 0, contro il fatto che p fosse non nullo. O

LEMMA 1.3 Sia A un anello regolare, e sia x € m'\ m?; allora A/(x) e regolare.

Dimostrazione. Consideriamo il campo residuo di A4, k = A/m; m/mz € uno spazio
vettoriale su k; dalle definizioni segue inoltre che e-dim A = dimy, m/m2; essendo A
regolare, si ha allora r = dim A = e-dim A = dim;, ™/{,2.

Consideriamo ora 'anello A = A/(x) esiam = m/(x) I'immagine di m in A4; per
provare che A & regolare basta provare che dim A = dimy, ﬁl/ﬁlz; essendo x € m\m?,
I'immagine di 2 in /2 ¢ non nulla e quindi? dimy, ﬁ"/IﬁQ = r — 1; occorre allora
provare che s = dim A = r — 1; si ha certamente s < r — 1 (un quoziente diminuisce
sempre la dimensione di un anello); proviamo 'uguaglianza. Sappiamo che, essendo
s = dim A, esiste un ideale m-primario generato da s elementi @, as, ..., as; allora
(x, a1, aa, ..., as) & un ideale m-primario (immagine inversa di un ideale primario);
quindi s + 1 > r, ossia s > r — 1; l'altra diseguaglianza ¢ gia stata vista, e si ha
quindi s = r — 1; allora dim A = dimy ‘ﬁ/n—.tz = e-dim A, e cid assicura che A &

regolare. O

ITEOR. 3.2, CAP. IV, pag. 48; (z) & contenuto nel radicale di Jacobson R poiché I'anello &
m-locale, e quindi R = m ed ogni ideale di A & contenuto in m
2sia B di W/ n2 contenente I'immagine Z di @; B ha r elementi; 'insieme B\ {Z} & una base

di ﬁ‘/ﬁ.‘2, ed ha r — 1 elementi (in quanto & # 0); quindi m ‘m2 ha dimensione 7 — 1.
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TEOREMA 1.3 (Auslander—Buchsbaum) Ogni anello regolare é un UFD.

Dimostrazione. Sia A un anello regolare. Proviamo che A ¢ un dominio (la dimostrazione

del fatto che A & a fattorizzazione unica viene omessa).

Ragioniamo per induzione sulla dimensione d di A.

Se d =0, si ha m = (0), e quindi A & un campo; in particolare, A ¢ allora un
dominio.

Supponiamo ora che d > 0, e che ogni anello regolare di dimensione d — 1 sia
un dominio; proviamo che A & un dominio.

Osserviamo che d > 0 assicura che m # (0), e quindi m # m?; esiste allora
r € m\m? A/(x) ¢ regolare (per il precedente LEMMA 1.3), ed ha dimensione d — 1

(visto nella dimostrazione del LEMMA suddetto); quindi A/(x) ¢ un dominio (per
induzione); ne segue che (x) ¢ primo.

Supponiamo ora per assurdo che A non sia un dominio; si ha ht(z) < 1, ma
poiché A non ¢ un dominio, (0) non & primo, e quindi ht(z) = 0 (LEMMA 1.2);
in particolare, (z) & un primo minimale dello zero; il ragionamento vale per ogni

x € m\m?; possiamo allora dire che ogni elemento di m\m? sta in un primo minimale

dello zero; siano py, pa, ..., p¢ i primi minimali dello zero; abbiamo allora ottenuto
che m\m? C Ui_, p;, e quindi m C (Uzzl pi) Um?; per ’Oss. 1.7, CAP. I, essendo
m ¢ m?, esiste un indice i = 1, 2, ..., ¢ per cui m C p;; la massimalita di m assicura

allora che m = p;; i p; sono minimali dello zero, ed hanno quindi altezza zero; si

avrebbe allora d = dim A = ht(m) = 0, assurdo. La tesi & allora verificata. (]

OSSERVAZIONE 1.6 Nel LEMMA 1.3, l'ipotesi z ¢ m? & essenziale; infatti, se x € m?,
si ha dim "2 = dim /2 (poiché 'immagine di = ¢ nulla, e quindi non sta in
nessuna base); ma dim A/(x) = (dim A) — 1; si ha allora la diseguaglianza

dim 4/, < dim A = dim ™42 = dim Wjge = e-dim 4/ );
per transitivita, dim A/(x) < e-dim A/(x), ossia A/(x) non é regolare.

EsemPIO 1.5 L’anello A = k[z,y]( ) € regolare, in quanto dim A = 2 (una catena di
lunghezza massima per il massimale m = (x,y) ¢ (0) C (z) C (z,y)), e si ha anche
e-dim A = v(z,y) = 2.

A/(xy) non e regolare, in quanto non ¢ un dominio.
/(x —1?) & regolare, poiché z — y? € m\ m?.

EsEmPIO 1.6 L’anello A = k[z,y, 2] (z,y,2) © regolare, in quanto dim A = 3 (una catena
di lunghezza massima per il massimale m = (x,y, z) € (0) C (z) C (z,y) C (z,y, 2)),
e si ha anche e-dim A = v(x,y, z) = 3.
A/(x ) & regolare, poiché z — 32 € m\ m?.
B = A/(xz —y? - 22) non e regolare; osserviamo a tal fine che B & un domino;

non & tuttavia UFD (22 — 4% — 22 = 0 implica 22 = 27 9% = (z — 4)(Z + ¥): 2% non

si decompone in maniera unica).

Esempio 1.7 L’anello A = Clx,y, z,t](4,y,-.+) € regolare, di dimensione 4; il suo anel-

s
lo quoziente A/<x2 NNy t2) non e regolare, in quanto non ¢ un domino a

fattorizzazione unica (cio si vede come nell’esempio precedente).
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OSSERVAZIONE 1.7 Sorprendentemente, il ragionamento fatto per gli anelli di frazioni
generati a partire dagli anelli di polinomi a tre o quattro variabili non sussiste
pilt per cinque variabili; infatti, 'anello A = C[z,y,2,t,u)(4,y,2.t,u) ¢ regolare, di
dimensione 5; il suo anello quoziente A/(x2 N R u2) ¢ un dominio a
fattorizzazione unica; si puo pero provare che il suddetto quoziente non e regolare;
possiamo quindi affermare che la condizione di regolarita del precedente TEOR. &
necessaria, ma non sufficiente, in quanto e appena stato portato un esempio di UFD

non regolare.

OSSERVAZIONE 1.8 Diamo infine un’interpretazione geometrica degli anelli regolari;

come esempio, guardiamo al caso A = k[z,y, 2](zy,-) ed ai due anelli quoziente

A/(l,Q —y? - 22)= A/(I —y? - 22);

abbiamo visto che il primo non é regolare, mentre il secondo lo &; ora, se consideri-

amo, in R? le equazioni
(17) 2? —y* - 22 =0,
(18) = —y*>—22=0,

sappiamo che rappresentano rispettivamente un cono (la (17)) ed un paraboloide
(la (18)); la differenza sostanziale nelle due figure geometriche & che la prima ha un
punto singolare, mentre la seconda no; in generale, si puo dimostrare che un anello
quoziente regolare corrisponde ad una figura geometrica con tutti punti regolari,
mentre un anello quoziente non regolare corrisponde ad una figura geometrica con

almeno un punto singolare.



