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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 23(12), 4521-4533 (1995) 

SUR UNE CLASSE D'ANNEAUX DE PRUFER 
AVEC GROUPE DE CLASSES DE TORSION 

MARCO FONTANA(*) NICOLAE POPESCU(**) 
Dipartimento di Matematica Institut de Mathdmatiques 

Terza UniversitA degli Studi di Roma Acad6mie de Roumanie 
00146 %ma (Italia) 70700 Bucarest (Roumanie) 

0. Introduction et rappels 

Tous les anneaux considkrks dans le prksent papier sont commutatifs, unitaires 
et inthgres. Un s u r a n n e a u  d'un anneau A est un anneau qui contient A comme 
sous-anneau et qui est contenu dans le corps de fractions de A. 

Nous rappelons qu'un s y s t k m e  localisant  (ou s y s t i m e  topologisant  de 
G a b r i e l )  3 d'un anneau A est une famille d'idCaux de A telle clue: 

(SL1) I E ~ ,  J idkalde A ,  Is J +  J E 3 ;  
(SL2) I E F ,  J idkalde A ,  ( J : ~ i A ) E F p o u r  tout i E  I* J E 3 .  

Tous les systkmes localisants considdrks dam ce papier ne sont pas bands, 
c.4-d. ils vkrifient aussi la proprikti: suivante: 

('1 Travail effectub dans le cadre d'une NATO Collaborative Research Grant N .  900113. 
(**)Travail effectub avec le support du Programme pour les Professeurs Visiteurs de la 
Terza Universiti degli Studi di Roma. 
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4522 FONTANA AND POPESCU 

Si K est le corps de fractions de A et 3 est un systkme localisant de A,  
alors il n'est pas difficile de vkrifier que 

est un suranneau de A ,  dit anneau  des f rac t ions  de  A  par rapport  a u  s y s t k m e  
localisant 3 .  On voit, aussit6t1 que 

Une des motivations initiales pour I1ktude de la notion de systkme local- 
isant a 6th celle d'ktendre les techniques de la localisation dans le contexte 
de l'algkbre non-commutative. Successivement P.J. Cahen [C] s'est intkressk 
b quelques questions intkressantes, concernant les systkmes localisants, dans 
le contexte des anneaux commutatifs. 

I1 est bien connu que, pour tout idkal premier P d'un anneau A,  

Fp := {I : I idkal de A  tel que I P )  

est un systkme localisant de A  et AFp = Ap . DU fait que l'intersection d'une 
farnille de systkmes localisants est encore un systkme localisant, alors b tout 
sous-ensemble non vide Y de X := Spec(A) on peut associer un systbme 
localisant 

I1 est facile de voir que, si Yl est la cl6ture de Y par gdnkrisations (c.-A-d. 
Y1 := { P  E X :  il existe Q E Y tel quel P 5 Q)) ,  alors 3 ( Y l )  = 3 ( Y ) .  Donc 
la famille des sous-ensembles Z de X , stables par gknkrisations, paramktrise 
l'ensemble des systkmes localisants de A  du type F ( Y ) ,  appelks sy s t kmes  
localisants premiers .  Nous dirons qu'un sy s tdme  localisant 3 = 3 ( Y )  premier  
est  Y - i rrddondant ,  ou que Y est ;rrddondant  pour  la repre'sentation 3 = 
fl{3p : P E Y ) ,  si pour tout E Y ,  on a n ( 3 p  : P E ~ \ { ' f i ) )  1 3 .  

I1 est bien connu que, dans le cas d'un anneau noethkrien A,  tout systkme 
localisant 3 est premier et, prCcisCment, 3 = 3 ( Y )  oh Y := {P E Spec(A) : 
P 4 3 )  ([NP, Corollary 2.21 ou [St, Ch. 6, Corollary 6.5); cf. aussi le Lemme 
1.1). Mais, mSme dans le cas des anneaux de valuation, on peut donner des 
exemples de systkmes localisants qui ne sont pas premiers [FP, Exemple 1.51, 
[BB, Exemple 3.1). 

Dans le cas des anneaux commutatifs non noethkriens, quelques conditions 
de finitudes sur les systkmes localisants ont 6th introduites, afin d'obtenir 
dlintCressantes gkndralisations des rdsultats prouvks dans le cadre noethkrien. 

Un sy s t kme  localisant 3 est dit de type  j ini  (respectivement, princ ipal ) ,  
si, pour tout I E 3, il existe un idCal J E 3 ,  tel que J 5 I et J est de type 
fini (respectivement, principal). 
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SUR UNE CLASSE D'ANNEAUX DE PRUFER 4523 

Les systkmes localisants premiers ont kt6 caractkrisks dans [P2, Thkorkme 
1.11, [St, Ch. 6, Proposition 6.131 et [BO, Theorem 1.1) de la facon suivante: 

THEOR~ME 0.1. Soit A  lm m e a u  intkgre et 3 un systkme localisant de A.  
Les conditions suivantes sont Cquivalentes: 

(i) 3 est un syst&me localisant premier; 
(ii) Si I est un idkal de A et si I $ 3, alors il existe un idkal premier P  

de A ,  I s  P ,  avec P 4 3; 
(iii) 3 est une intersection de systkmes localisants de type fini; 
(iv) 3 est une intersection de systkmes localisants principaux. o 

Dans le prksent papier, nous nous proposons d'approfondir 1"ktude des 
anneauz de Dedekind gknkralisks, c . -M.  les anneaux de Priifer tels que tout 
systkme localisant est de type h i  (cf. [P3], [PP] et [FP]) et de donner quelques 
caractkrisations des anneaux de Priifer dont tout systkme localisant est prin- 
cipal. 

L'intkrgt pour cette classe d'anneaux de Priifer est lik A un problkme posk 
par Gilmer-Ohm [GO] (cf. aussi [Pel) sur la torsion du groupe des classes. 
Nous rappelons que F. Richman [R] a prouvC qu'un anneau A est de Priifer 
si et seulement si tout suranneau de A est A-plat. Du fait qu'un suran- 
neau plat est obtenu par une intersection de localisations, E. Davis [Dl a note 
qu'un anneau de Priifer est un QQR-anneau (c.4-d, tout suranneau est une 
intersection d'anneaw de fractions) et il a soulevk la question de la validitk 
de la rkciproque. Gilmer et Heinzer [GH] ont donnk un exemple d'un QQR- 
anneau qui nlest pas un anneau de Priifer, bien que, dans le cas des anneaux 
localement de dimension finie [Dl Corollary 21 ou dans le cas des anneaux 
intkgralement clos [GH, Corollary 1.71, les notions de QQR-anneau et anneau 
de Priifer coincident. De la caractkrisation de Richman, il s'ensuit que tout 
QR-anneau (c.4-d. un anneau dont tous les suranneaux sont anneaux de 
fractions [GO], [Dl) est un anneau de Priifer. 

Un anneau de Priifer n'est pas nCcessairement un QR-anneau, car si A est 
noethkrien, alors A est un QR-anneau si et seulement si A est de: Dedekind 
et son groupe de classes est de torsion [D, Theorem 21, [GO, Corollary 2.61, 
[Go, Corollary 1, p. 1141. Une caractkrisation utile des QR-anneaux est la 
suivante: un anneau est un QR-anneau si et seulement si tout idkal radical 
d'un idkal de type fini est le radical d'un idkal principal [GO, Corollary 2.41 
et [Pe, Theorem 51. Donc, tout anneau de Bkzout est un QR-anneau. 

Le problkme, posk dam [GO], si un QR-anneau doit avoir nkcessairement 
le groupe de classes (c.4-d. le groupe quotient du groupe de idkaux frac- 
tionnaires non zCro de type fini modulo le sous-groupe des idCaux principaux 
non zkro) de torsion a Ctk rksolu par la nkgative par Heinzer [H, Section 11. 
Cornrne conskquence d'un des rksultats principaux de ce papier nous obtien- 
drons que, dans le cas des anneaux de Dedekind gCnkralisks, un anneau est 
un QR-anneau si et seulement si son groupe de classes est de torsion. Nous 
verrons aussi que ces anneaux sont Ctroitement lies aux CP-anneauz (c.-A-d. 
les anneaw tels que si un idkal I est contenu dans la rkunion d'une famille 
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4524 FONTANA AND POPESCU 

d'idkaux premiers alors I est contenu dans un des idkaux de famille [RV], [S], 
PI, [PSI). 

1. Anneaux dont tout systkme localisant est principal 
Nous nous proposons, tout d'abord, d'approfondir la relation entre les deux 
propriCtks suivantes: 

(a) tout systtme locdisant d'un anneau A est de type fini; 
(b) tout systkme localisant d'un anneau A est univoquement reprCsentable 

comme une intersection irrkdondante du type suivant: 
3 = n{Fp : P E @) oh @ := { M  n A : M  E Max(A3)) . 

Nous savons que, dans le cas d'un anneau de Priifer, les propriktks (a) et 
(b) sont kquivalentes entre elles et caractkrisent les anneaux de Dedekind 
gknkralisks [FP, Thkorkme 2.7 (i) ++ (iv) ++ (v)].  

Nous rappelons qu'un systdme localisant F d'un anneau A est dit parfait 
si IA3 = AF pour tout I E 3 .  

LEMME 1.1. Soit F un systkme localisant non banal de type fini d'un anneau 
intkgre A . Alors: 

(a) Pour tout ide'al I de A,  I $ 3, il existe un idkal Q > I tel que 
Q $ 3 ,  lequel est maximal avec cette propriktk. En outre, Q est un ide'al 
premier de A.  

(b) Si Y3 := {P E Spec(A) : P 4 3 et P est maximal avec cette 
proprie'te') alors 3 = F(Y3) = n{Fp : P E Y3) est Y3 -irrkdondante. 

(c) 3 est un syst6me localisant parfait si et seulement si l'appiication 
Y3 -' Max(A3), P I+ P A 3  est bijective (donc, dans cette situation, YF 
coincide avec @ = { M  n A : M  E Max(A3))). 

Dkmonstration. 
(a) Si {I, : y E r )  est une chaine d'idkaux de A tels que Iy $ 3, alors 

I := U{I,: -y E I?) $ 3 (car autrement on pourrait trouver un idkal de 
type fini J E 3 tel que J C I et donc J C I, pour un quelque y E r :  
une contradiction). Donc, on peut appliquer le Lemme de Zorn A l'ensemble 
1 := { I  : I idCal de A, I $ 3 )  et on peut affirmer que cet ensemble posskde 
des ClCments maximaux. Soit Q un Blkment maximal dans 1 et soient x, y E A 
avec x $ Q et y 4 Q . Alors Q + LA, Q + yA E 3 et donc on peut trouver 
des iddaux de type fini I t ,  I" E 3 avec I' Q + xA et I" 2 Q + yA, d'oh 
I'I" C Q + xyA. I1 s'ensuit que Q + xyA E 3, donc xy 4 Q .  

(b) Si P $ 3, alors il est clair que 3 C FP. Donc il est Cvident que 
3 G n ( 3 p :  P E Y3) = 3(YF). Si I E ~ ( Y F ) ,  alors I g P pour tout 
P E I;. Si, par l'absurde, I 4 3, alors on peut trouver par (a), un idCal 
Q E YF avec Q > I. I1 s'ensuit que I $! FQ : une contradiction. Enfin, 
3 = n{Fp : P E YF) est irrkdondante, car si P E 1% et Y := YF\(T) alors - 
P E 3(17) ,  avec P $ FF, d'oh 4 3. 

(c) Supposons, d'abord, que 3 soit parfait. Alors, pour tout Q E 
Max(A+), posons P := Q fl A. I1 est facile de voir que Q = PA3; car 
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SUR UNE CLASSE D'ANNEAUX DE PRUFER 4525 

si, par l'absurde, x E Q\PA3, alors XI c A pour un quelque I E 3, d'oh 
XI E Q n A = P :  une contradiction. Du fait que 3 est parfait il dCcoule que 
P 4 3 et donc P E  YF. 

Supposons, maintenant, que Y3 -+ Max(AF), P -t PAF,  soit bijective. 
Soit I E 3. Supposons par l'absurde que IAF # A3, donc IA3 Q avec 
Q E Max(A3). Par hypothkse, Q = PAF avec P E Y3. Nous pouvons 
supposer que I est de type fini et, donc, I = ( x l , x ~ ,  . . . , xd)A, d'oh xi = 
mi 
C pijcrij avec 1 5 i < s ,  mi 2 1, p;j  E P ,  a;j E A3. Si J E 3 est tel 
i= l  , - 
que aij J E A pour tout couple i, j , alors IJ P : une contracliction, car 
I J E 3 .  

COROLLAIRE 1.2. Soient 3 et 3' deux systkmes localisants de type h i  d'un 
anneau A. Alors, 3 = 3' si et seulement si Y3 = Y p  . 

Remarque 1.3. Dans le Lemme 1.1, llhypothkse que 3 soit de type fini est 
essentielle. En effet, si (V, M )  est un anneau de valuation tel que A4 = U{P E 
Spec(V) : P # M )  et si 3 := {M, V )  dors F est un systkme localisant de 
V qui n'est pas de type fini, V3 = V et Y3 = 4 [FP, Exemple 1.21. 

PROPOSITION 1.4. Soit A un anneau intkgre et 3 un systkme localisant de 
A .  Les affirmations suivantes sont dquivalentes: 

(i) 3 est de type fini; 
(ii) il existe un unique sous-espace quasi-compact YF de Spec(A) tel que 

F = 3(Y3)  est Y3 -irrddondante; 
(iii) il existe un sous-espace quasi-compact Y de Spec(A) tel que 3 = 

3 ( Y >  

De'monstratzon. (i) + (ii). Soit YF comme dans le Lemme 1.1 (b), pour 
conclure il suffit de prouver que Y3 est un sous-espace quasi-compact de 
Spec(A). Soit {Ix : X E A) une famille d'idkaux de A telle que Y3 C_ 
U{D(Ix) : X E A),  oh D ( J )  := Spec(A)\V(J) = {Q E Spec(A) : Q 2 J }  
pour tout idkal J de A .  Posons I := u { I ~  : X E A).  Du fait que 
D(I )  = U{D(Ix) : X E A}, nous dCduisons que I E Fp, pour tout P E Y3, 
d'oh I E 3. Par hypothkse 3 est de type fini, donc il existe un idkal J de 
typefinide A telque J ~ 3 e t  J c I . D o n c  Y 3 E D ( J ) C D ( I ) . E t a n t  J 
de type fini, il s'ensuit que 

J E I x l + . . . + I x ,  avec XI , . . . ,  X 8 €A  
d'oh Y3 2 D ( J )  c D(IAl + . . .  + IX,)  = u{D(IX, : 1 < i < S} et, donc, Y3 
est quasi-compact . 

(ii) + (iii) est triviale. 
(iii) + (i) Supposons, par l'absurde, que I E 3 = 3 ( Y )  et que tout idkal 

J C I, J E 3 ne soit pas de type h i .  Alors D( I )  = u{D(iA) : i E A) > Y .  
De la quasi-compacitk de Y ,  nous dkduisons l'existence d'un sous-ensemble 
fini { i l , i 2 , .  . . , i 8 )  C I tel que U{D(ikA) : 1 5 k < s )  > Y ,  d'oh une 
contradiction, car J := i l  A +. . .+ i8A 2 I et D ( J )  > Y ,  c.-A-d. J E n ( 3 p  : 
P E Y ) = ~ .  

0 
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4526 FONTANA AND POPESCU 

Remarque 1.5. (a) La dkmonstration de l'implication (i) =+ (ii) montre aussi 
que XF := { P  E Spec(A) : P 4 3 )  est un sous-espace quasi-compact de 
Spec(A), avec Y .  Xr et F ( X r )  = 3(YF) = 3 .  La preuve du Lemme 
1.1 (c) montre aussi que, si 3 est un systkme localisant de type fini non 
banal alors 3 est parfait si et seulement si Xr = {Q n A : Q E Spec(Ar)).  
Donc, il est possible de donner des exemples pour lequels YF et XF sont 
quasi-compacts avec YF C XF et 3 = 3(YF) = 3 ( X7) .  

(b) De [BO, Theorem 1.21, il s'ensuit que les conditions (i), (ii) et (iii) de 
la Proposition 1.4 sont kquivalentes i 

(iv) 3 est un systhme localisant tel que, pour toute chaine d'idkaw {Ix : 
X E A )  dam A ,  si u{Ix : X E A)  E 3 alors il existe 1 E A tel que Ix E 3. 

LEMME 1.6. Soit 3 un systbme localisant de type fini d'un anneau inthgre 
A. Alors, I E 3 si et seulement si, pour tout P E hlin(I), P E 3. 

Ddmonstration. Supposons que, pour tout P E Min(I), P E F et que, par 
l'absurde, I 4 3. Alors, en appliquant le Lemme 1.1 (a), on peut trouver 
un idkal premier Q de A I C Q et Q 4 3, donc un quelque idkal premier 
minimal de I ne peut pas appartenir & 3 :  une contradiction. 0 

LEMME 1.7. Sojt A un anneau de Dedekind gknkralisk et soit {Pi : 1 < i < s )  
une famile d'iddaux premiers de A, deux B deux comaximaux. Posons 

3 ( P l ,  P2,. . . , P,) := { I  : I idkal de A el qu'il existe un idkal I, de A 
avec I, I et Min(1,) C {P, : 1 5 i 5 s))  . 

(a) F(P1, P2 , .  . . , P,) est un systbme localisant; 
(b) Si I, est un idkal de type fini tel que Min(I,) = {Pi : 1 5 i 5 s ) ,  

alors 
F(P1 ,  Pz,. . . , P,) = { I  : I idkal de A et I > I," pour 

un quelque n 2 1) . 

Dkmonstration. (a) Pour tout iddal premier non zkro P d'un anneau de Dede- 
kind gknkralisk, on sait que Po := nnll Pn C P est un idkal premier, adjacent 
i. P. Soit Y := Y(P1,. . . , P,) : =  P PI)^, . . . ,(P,)o; M, : y E F}, oh {M, : 
y E X') est l'ensemble de tous les idkaux maximaw de A,  tels que M, 2 Pi 
pour tout i .  Soit 3 := fl{FQ : Q E Y) = { I  : I idkal de A,  I Q pour tout 
Q E Y I .  

Nous affirmons que  PI,. . . , P,) = 3 .  Tout d'abord, il est facile de 
voir que 3 ( P 1 , .  . . , P,) E F ,  et donc que PI, P,, . . . , P, E F. Soit I E 3. 
Considkrons I' := I fl Pl f l  . . , n P, , donc I' E 3, d'oh il existe un idkal 
de type fini I" E 3 avec I" 5 I' [FP, Thkorkme 2.7 (i) (iii)]. Nous 
voulons ddmontrer que tout idCal premier minimal P" de I" appartient B 
{PI , .  . . , P,) . Si P" est comaximal avec P i ,  pour tout i ,  alors P" C M ,  pour 
quelque -y E I' et donc P" 4 3 :  une contradiction. Du fait que P" E 3, 
alors P" (P,)o, pour tout i ,  d'oh on dkduit que P" = Pi pour un quelque i 
(1 5 i 5 s ) ,  donc Min(I1') E {PI , .  . . , P,).  I1 s'ensuit que I' E 3 ( P l , .  . . , P a ) ,  
d'0G I E F(P1, .  . . , P,) . 
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(b) Posons 3( I , )  := { I  : I ideal de A et I > I," pour un quelque n 2 1) .  
Montrons, tout d'abord, que 3( I , )  est un systkme localisant. 

Les conditions (SLO) et (SL1) sont trivialement vkrifikes par 3(1,).  Pour 
prouver (SLZ), il suffit de montrer que, pour n 2 1 fixk, si ( J  : A  xA) E F(I , )  
pour tout x E I F ,  alors J E 3(I . ) .  Du fait que I. est de type fmi, on peut 
trouver un entier m 2 1 tel que IF 2 ( J  :A  +A) pour tout x E I:, donc 
I,"I," G J ,  d'oh J E 3( I , ) .  

I1 est facile de voir que, pour tout i (1 5 i 5 s ) ,  (Pi)o 4 F(1,) et que, 
pour tout y E r ,  M, 4 F( I , ) ,  donc, compte tenu de (a), 

3 ( I , )  s (fl{3(pi)0 : 1 5 5 5)) n ( ~ { F M ~  : 7 € r ) )  = F = F(P1, .  . . , pa)  . 
Rkciproquement, soit I E 3 ( P 1 , .  . . , P,) ; si I @ 3(18) ,  alors on peut trouver 
un idkal premier Q ,  I E Q ,  avec Q 4 3( I , )  (Lemme 1.1 (a)). Du fait que 
I E Q , a l o r s & ~ F ( P l  ,..., P , ) = F e t d o n c Q g ( P , ) o ,  Q g M , p o u r t o u t  
2, 1 5 i 5 s ,  et pour tout y E I?. I1 s'ensuit que Q > P i ,  pour quelque i ,  
donc Q > I, : une contradiction. En conclusion, 3 ( I , )  = 3(P1 , .  . . , P,) . 
Remarque 1.8. (a) Pour tout idkal non zkro J d'un anneau intkgre A ,  on peut 
considkrer le systkme localisant 

3 ( D ( J ) )  := n{FQ : Q E D( J ) )  , 
oh D ( J )  := {Q E Spec(A) : Q 2 J).  I1 est facile devoir que 3 ( D ( J ) )  = {I : I 
idkal de A ,  J G rad(I)) . Si J = PI n P2 n . n P, est une intersection 
irrkdondante d'une farnille finie {Pi : 1 5 i 5 s )  d'idkaux premiers de A ,  
alors on peut vkrifier que 3 ( D (  J ) )  = 3(P1 ,  P2, . . . , P,) := { I  : I idkal de A 
tel qu'il existe un idkal I, de A avec I, G I et Min(I,) E {PI, P2,. . . , P,)) . 

Si J est un idkal de type fini de A, alors du fait que F ( D ( J ) )  = {I : J 5 
rad(I)) il s'ensuit que 3 ( D ( J ) )  = { I  : I idkal of A tel que I 2 Jn pour 
un quelque n 2 1).  11 est alors facile de voir que A r ( D ( J ) )  coincide avec le 
transform6 de Nagata T (  J) . 

(b) Dam le cas d'un anneau de Dedekind giniralisk A,  pour tout idkal 
premier non zkro P de A,  si I, est un idCal de type fini de A tel que 
rad(I,) = P [FP, Thkorkme 2.7 (i) (vi)] alors on a 3 ( P )  = { I  : I idkal de 
A,  rad(I) = P )  = { I  : I idkal de A, I > I," pour un quelque n :5 1 ) .  

Soit 3 un systkme localisant d'un anneau de Priifer A.  Soit G(A) le 
groupe des idkaux fractionnaires inversibles (= de type fini, non zero) de A. 
Posons 
G(3)  := {G E G(A) : il existe un idkal de type fini I E 3 tel que IG E 3 )  . 

LEMME 1.9. Avec les notations introduites ci-dessus, si 3 est un systeme 
localisant d'un anneau de Priifer A, alors: 

(a) G E G(3) ($ G = IJ-' , avec I et J ide'aux de type fini non 260  
dans 3 ;  

(b) G(3) est un sous-groupe de G(A). 

De'monstration. Immkdiate. 
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PROPOSITION 1.10. Soit 3 un syst6me localisant de type fini d'un anneau 
de Priifer A .  Alors: 

0 -, G ( 3 )  + G(A) G(AF) -' 0 
est une suite exacte (0; p(G) := GAF pour tout G E G(A))). 

Dkmonstration. Si H E G(A7) alors H = xlAF + . . . + x,AF avec 21,. . . , X,  
dans le corps des fractions de A.  Si G := xlA +. . . + x,A , alors G E G(A) et  
GAF = H .  Soit G E G(A), alors GAF = Ar si et seulement si G E G ( 3 ) .  En 
effet, si GAr = Ar alors G C AF et donc (A : G) E 3. I1 s'ensuit qu'il existe 
un idCal de type fini J E 3 tel que J C (A : G ) ,  donc I := G J  est un ideal de 
type h i  de A et G = IJ-' . De plus I A r  = q ( I )  = p ( G J )  = v ( G ) p ( J )  = 
GAFJAF = J A F  et J A r  = A 3 ,  car J E 3 donc (A : J )  C A 3 ,  d'oG 
1 E A = J ( A  : J )  C J A F .  Du fait que I A r  = AF il s'ensuit que I E 3 [FP, 
Lemme 1.11. 

FGciproquement, si G E G(3)  alors G = I J - I  avec I, J E 3 de type fini 
non zkro, donc G J  = I et I A r  = p ( I )  = v ( G J )  = v(G)(p(J) = G A F J A F .  
Du fait que I ,  J E 3 sont inversibles alors IAF = J A F  = Ar , donc GAr = 
-43. 

0 

LEMME 1.11. Soit A un anneau de Dedekind gkndrdisd qu n'est pas un corps. 
(a) Tout idkal maximal de A est de type fini; 
(b) si El := &(A) dknote le sous-groupe libre de G(A) engendrd par  les 

idkaux maximaux de A ,  si Yl := Yl(A) := {PI := nMn : M E Max(A)) et 
si 3' := 3(Y1 ) alors El = G(31 ) . 

Dkmonstration. 
(a) Pour tout M E Spec(A), on sait qu'il existe un idkal de type fini 

J de A tel que rad( J )  = M [FP, Thkor&me 2.7 (i) M (vi)]. Si, de plus, 
M est maximal alors J A M  = M e A ~ ,  pour un quelque e 2 1. Du fait que 
J = n{JAM : M E Max(A)} = M e A ~  i l  (T\{AMl : M' E Max(A),  M' # 
M}) = M e A M  n A = M e ,  alors Me est inversible, donc M est inversible (= 
de type fini) dans A.  

(b) Si G E G(F1), alors G = IJ-' avec I et J idCaux de type fini non 
zkro de Fl . Considkrons un idkal I de type fini de 3' , I # A ,  alors I PI 
pour tout PI E Yl , donc Min(I) = {MI,. . . , M,} avec Mi E Max(A) pour 
tout i ,  1 <_ i <_ s [FP, ThCorhme 2.7 (i) H (viii)]. 

Donc, 
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oh, par la partie (a), nous avons posk IAM; = M r i A ~ ; ,  avec e, 2 1 (1 5 
i 5 s). En conclusion, si G = IJ-' E G(3') alors G = M/' M~~~ . . . Mft avec 
M j e  Max(A), fj E Z  et l < j < t .  

mciproquement, soit G = ~ f l  ~ z f ?  . . . ~ f '  E g1 (A) avec j, E Z ,  1 5 i < 
t .  Pour tout M E Max(A), on a MAF, = AAJF~ ,  car M M 31 et M est de 
type fini par la partie (a) (cf. aussi [FP, ThkorBme 2.7 (i) e~ (ii)]. I1 s'ensuit 
que GA3, = AFl et donc, par la Proposition 1.10, G E E(31). 

THCOR~ME 1.12. Soit A m anneau de Priifer et soit h' son corps de frac- 
tions. Les affirmations suivantes sont Cquivalentes: 

(i) tout systkme localisant de A est principal; 
(ii) A est un anneau de Dedekind gdnCrdis8 et un QR-anneau; 
(iii) tout suranneau B de A est un anneau de Dedekind gCnCralisk et un 

QR-anneau; 
(iv) A est un anneau de Priifer discret fort et tout id& premier de A est 

le radical d'un id&J principal de A ; 
(v) A est un anneau de Priifer discret fort et un CP-anneau; 
(vi) A est un anneau de Dedekind gin8ralis8 avec groupe des classes 

C(A) := G(A)/K* de torsion. 

De'rnonstration. (i) =+ (ii) En utilisant [FP, Thkorhme 2.7 (iii) +- (i)], il s a t  
de prouver que A est un QR-anneau. Soit B un suranneau de A et soit 3 
le systkme localisant de A tel que A3 = B [FP, Thkorkme 2.7 (i) (ii)]. 
Soit S := {x E A : xA E 3) et soit .F' := .Fs := { I  : I idCd de A tel quel 
I n S # 9 ) .  11 est immBdiat que 3' est un syst&me localisant de A et que 
A31 = S-'A. Pour conclure il suffit de prouver que 3' = 3. En utilisant 
le Lemme 1.1 et le Corollaire 1.2, il suffit de vkrifier que YF/ = Y3. Tout 
d'abord, il est clair que 3' E 3. Soit P E YF. Si P est un idkal maximal 
de A du fait que P 6 3, donc P 4 F', d'oh P E Y31. Si P n'est pas 
maximal dans A ,  alors il existe un idCal premier Q de A tel que P C Q et, 
donc, Q E 3 .  Par hypothbse nous pouvons trouver x A tel que XA 5 Q 
et xA E 3, donc x E S et xA E F', d'oh Q E 3'. Du fait que P 6 3' il 
s'ensuit que P E Ej, , donc Y3 YFr. Rkciproquement, soit P E I;, . I1 est 
facile de voir que P 6 3 ;  car autrement il existerait x E A tel que xA E P 
avec XA E 3 ,  d'oh une contradiction. Si P c Q avec Q @ 3, alors Q $! 3' 
et donc P n'appartiendrait pas & Y3,. En conclusion Y3 = Y31 . 

(ii) (iii) est une banale conskquence de [FP, ThCorbme 2.7 (i) (x)] 
et du fait que la QR-propriCtk passe aux suranneaux. 

(ii) 3 (iv). Soit P E Spec(A) et soit 3 ( P )  comme dans le Lemme 1.7 
(cf. aussi Remarque 1.8 (b)). Par hypothbse A3(P) = AS = A3s pour une 
quelque partie multiplicative S de A. En appliquant [FP, Th6ori:me 2.7 (i)  @ 
(iii)], on a F ( P )  = 3.5, d'oh P n S # 4 .  Si x E P n S alors xA E 3s = T ( P )  
et donc rad(xA) = P (Remarque 1.8 (b)). 

(iv) + (v) descend facilement de la dkfinition de CP-anneau. 
(v) =+ (iv) est une conskquence immkdiate du fait qu'un CP-anneau est 
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caractkrisk par la proprietk que tout idkal premier est le radical d'un idial 
principal [S, Theorem]. 

(iv) + (i). Sous la condition (iv), nous savons que A est un anneau de 
Dedekind giniralisi [FP, Thkorkme 2.7 (vi) =+ (i)]. Soit 3 un systkme lo- 
calisant de A et I E 3. Alors, Min(I) est un ensemble h i ,  Min(I) = 
{PI, P2,. . . , P,) [FP, Thkorkme 2.7 (i) + (viii)]. Soit 3 ( P1 ,  P2,. . . , P,) 
comme dans le Lemme 1.7. En appliquant le Lemme 1.6, il est facile de voir 
que 3 ( P 1 , .  . . , Pa)  C 3. Pour tout i (1 _< i _< s) soit xi E A tel que x;A E 3 
et rad(x,A) = Pi et soit x := ~ 1 x 2 . .  . I , ,  donc Min(xA) = {PI, P2 , .  . . , P,) . 
Par le Lemme 1.7 (b), nous savons que ~ ( P I ,  . . . , P,) = { J : J iddal de A 
et J > xnA pour un quelque n 2 1 ) .  Du fait que I E F(P1, .  . . , P,) , alors 
xnA C I pour un quelque n 2 1 et xnA E 3 (car xiA E 3 pour tout i ) .  

(vi) +- (i) est une conskquence imrnkdiate de [FP, Thkorkme 2.7 (i) H 
(iii)] . 

(i) =+ (vi). De [FP, Thdorkme 2.7 (iii) + (i)], nous savons dkjk que A est 
un anneau de Dedekind gknkralisk 

lerPas.  Avec les notations du Lemme 1.11, si tout systkme localisant est 
principal, alors &/(61 n K*) est un groupe de torsion. 

I1 suffit de montrer que, pour tout M E Max(A), il existe n 2 1 tel que 
M n  est principal. Soit 3 ( M )  le systkme localisant de A introduit dans le 
Lemme 1.7, donc 3 ( M )  = {I : I idkal de A tel que rad(I) = M } .  Par 
l'hypothkse, il existe x E A tel que xA C M , XA E 3 ( M )  , donc Min(xA) = 
{ M ) .  De la demonstration du Lemme 1.11 (b), il s'ensuit qu'il existe n 2 1 
tel que xA = M n ,  d'oh l'affirrnation du 1" Pas. 

Dans un anneau de Dedekind gkndralisk A ,  pour tout ordinal a ,  nous 
pouvons introduire l'ensemble des ide'auz premiers de A de coniveau a ,  Y, , 
de la faqon suivante: 

Yo := Max(A) ; 
si Yo # ((0)) , alors 

Yl := {PI := n M n  : M E Yo)(cf. Lemme 1.11 (b)); 
autrement si Yo = ((0)) alors Yl := 0 ;  
si ol n'est pas un ordinal inaccessible et si Yo-1 n'est pas vide et Y,-l # 
{(0)} alors 

Y, := {Q := nPn : P E Y,-,); 
autrement Y, := 0 ; 
si est un ordinal inaccessible, alors on pose 

w, := U{Yp : p < a ) ,  

Y, := { P  E Spec(A) : P E Spec(A)\W, et P maximal avec cette proprikti.). 

Pour tout ordinal cr tel que Y, n'est pas vide, nous pouvons considirer le 
systkme localisant := 3(Y,) = n { 3 p  : P E Y,) et le groupe G(Fa).  
I1 est clair que, si p < cr et Y, n'est pas vide, alors E(3') 5 g ( F a ) .  
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2 d m e ~ a s .  Si A est un anneau de Dedekind gknkralisk, alors, G(A) = 
uaG(3a).  

En effet, Spec(A) = U,Ya, et I E Fa si et seulement si pour tout P E 
Min(I) , P E Fa (Lemme 1.6) c.-A-d. si et seulement si P E Yp pour quelque 
p < a. Donc, si I E Q(A) alors il existe a tel que I E 3, ,  donc IRFa = R3, 
[FP, Thkorkme 2.7 (i) ++ (ii)], d'oh I E E(Fa). 

 as. Si A est un anneau de Dedekind gknkrdisk, alors pour tout a 
tel que Ya+l n'est pas vide, le groupe quotient E(3a+1)/E(3a) est un groupe 
abklien libre isomorphe & Gl(A3,) . 

Nous considQrons le diagramme commutatif exact du type suivant: 

oh 3' est l'unique systkme localisant de AFa tel que ( A ~ , ) F  = (cf. 
[FP, Thkorkme 2.7 (i) (x) e (iii)] et Proposition 1.10) et oh pb est la 
restriction de l'homomorphisme canonique pa A G(Fa+l) (en effet, il est facile 
de vkrifikr que pa(G(3a+l)) = B(3 ' )  ). Nous savons que 3' = n{FQ : Q = 
M  n A3, oh M  E Max(AF,+,)) [FP, ThCorkme 2.7 (i) H (x)  * (iv)] et 
donc 3' = 3(YFr)  oh Yp := {P E Spec(A3,) : P 4 3' et P est maximal 
avec cette propriktC) = {P E Spec(AFa ): P n'est pas maximal et, pour tout 
Q E Spec(AF,) tel que P c Q ,  Q E M a x ( A ~ ~ ) l  . I1 est facile de vkrifier que 
Yr, coincide avec Yl(AFa) := { P  := n M n  : M E M ~ X ( A F ~ ) ) )  et donc, par le 
Lemme 1.11 (b), 3' coincide avec le systkme localisant 3 1  de l'anneau A3, 
( c . 4 -  d. 3' = F(Yl(A7,))) et donc Q(3a+1)/E(3,) E(F1) = G1(-47,) 
est un groupe libre. 

4 k m e ~ a s .  Si A est un anneau de Dedekind gknkralisk alors, pour tout a 
tel que Ya n'est pas vide, 

G(Fa)/(G(Fa) n K * )  
est un groupe de torsion. 



D
ow

nl
oa

de
d 

B
y:

 [O
hi

o 
S

ta
te

 U
ni

ve
rs

ity
] A

t: 
15

:1
8 

13
 J

ul
y 

20
08

 

4532 FONTANA AND POPESCU 

La dirmonstration peut etre faite par rircurrence transhie.  En effet, par 
le lerPas et le Lemme 1.11 (b), G(Fl)/(B(F1) n K * )  est un groupe de tor- 
sion. Supposons par l'hypot&se de rkcurrence que, pour tout 1 < ,f3 < CY, 

9(3@)/(G(3@) n K*) soit un groupe de torsion. Si 3' est l'unique systkme 
localisant de AFp tel que (AFp)3, = A3p+1, alors de la dOmonstration du 

on a la suite exacte: 

Par le lerPas appliquk Q. G~(AF@) = G(3')  on a Q(3 ' ) / (G(Fr )  n K*) est de 
torsion, d'oh on dirduit que E(38+1)/(6(3p+1) n K*) est aussi de torsion. 

La conclusion est immkdiate, car le groupe de classes de A coincide avec 

u , ~ ( 3 , ) / ( ~ ( 3 , )  n K*) 

( 2kmepaS). 
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