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Arithm~tique fonctorielle des topologies de Grothendieck. 

MARCO F O N T A N A  (*) - G U E R I I q O  MAZZOLA (**) (***) 

Introduction.  

Dans  [AF], ont  4t4 introdui ts  et  4tudi~s les syst~mes relat ionnels (SR, 
tou t  court),  qui sont essentiel lement des sous-bi-foncteurs du foncteur  t I om,  
plus une catSgorie pour  support .  La  puissance de la not ion de <( syst~me 
relat ionnel  )> est  raise en 6vidence, pa r  exemple ,  en no tan t  que, soit la the- 
orie des relat ions [PM], ~tendue aux  categories (cf. pa r  exemple  [2]), soit 
la thSorie des cribles [SGA IV] de Verdier  en sont des r6alisations na tu-  
relles. En  effet, un  crible peu t  ~tre interpr~t~ h grosso modo - -  comme 
un SR dont  on a fix4 la seconde var iab le ;  en d 'au t res  roots, un  SI~ peu t  se 
voir  comme (~ famil le  de cribles param6tr is4s  pa r  une eat~gorie ~), ce qui 
rev ient  ~ enlever  l 'asymdtrie intrinsOque de var iance  fonctorielle dans un  
crible. 

Or, vu  que les topologies de Grothendieck-Verdier  [ S G A I V ]  sont 
d6finies s t r avers  le concept  du crible, il a 4t~ facile de reformuler  ees topo-  
logies en t e rmes  de SR (II.1). A c e  niveau,  on s 'aper~oit  du germe d 'une  
th6orie plus g6n4rale e t  telle que la l imi ta t ion  a priori  aux  topologies de 
Grothendieek serai t  t ou t  s fair  arti]icielle. E n  effet, on cons t ru i t  des exem- 
plcs <(raisonnables ~) (m~me clans la cat4gorie des schemas (II.3)) sor tan t  
du cadre des topologies de Grothendieek;  en outre,  de nouvelles s t ructures  
de t ype  topologique ~ caract~re (( local ~), appel@s Sites tangents (II.10), 
s ' in t roduisent ,  de fagon naturelle,  ~ pa r t i r  d 'une  topologie de Grothendieck.  

Une des id les  de base  concernant  les topologies de Grothendieck est  
de remplacer  les r ecouvrements  d 'espaces  topologiques,  d4duits d ' immers ions  
ouvertes ,  pa r  des familles couvran tes  de morphismes  de t y p e  donn~, ces 
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derniers n '6 tant  plus n6cessairement injectifs. Or, duns la t raduct ion  d 'une 
topologie de Grothendieck duns le langage des SR, in tervient  de fapon 
eanonique un foncteur  injectif  (II . l .1).  L s  premiere g~n5ralisation qui 
s ' impose est de reprendre  les propri6t6s essentielles de cet te  s i tuat ion de 
mani~re axiomatique,  en laissant tomber ,  ent re  autre,  l ' injectivit~ dudit  
foneteur .  Cela est le point  de d6part  pour  une  th~orie topologique sub- 
s tant ie l lement  plus ~lastique. 

Un deuxi~me passage est nScessit~ pour  d~velopper une th~orie effi- 
cace de faisceaux gSn6raux. A cet effet, sont introdui ts  des foncteurs  en 
ensembles de type  pro-repr6sentable (II.4), fibres sur des foncteurs fonda- 
m e n t a u x  (ces derniers ~tant  obtenus en ut i l isant  un  proc~d6 ~ la Yoneda),  
afin de remplacer  les cribles qui sont fibr5s intr ins~quement  ~ t ravers  une 
inject ion duns un foncteur  representable.  Ainsi, une topologie g6n~ralis~e, 
appel6e Topologie de Grothendieck-Yoneda,  est  construite,  a y a n t  ent re  
au t re  l 'avantage de produire  localement des Topologies tangentes  (II.10). 

Le langage des SR se montre  d6]initivement indispensable pour  une 
~tude ar i thm5tique des Topologies duns le sens de l 'ar i thmStique foncto- 
rielle des SR [AF], thgme qui sera esquiss5 au chapitre  I I I  du present  t ra-  
vail, et  dont  la mot iva t ion  se fonde a priori sur l 'int~rSt de produire  de 
nouvelles Topologies, soit globules, soit locales, voire tangentes,  m o y e n n a n t  
des op5rations de na ture  arithm~tique. 

Plus pr~eis~ment, ~ tou t  endofoncteur  v ~gal - -  en gros - -  s son carrY, 
on a t tache  une classe v-Top de v-Topologies de Grothendieck-Yoneda.  Duns 
la th6orie addit ive (III.1),  on montre  que v-Top porte  une s t ruc ture  de 
semi-groupe ab~lien, ordonn~, duns lequel la Topologie discrete d is  est  
absorbante .  La Topologie chaotique eh y joue un r61e essentiel: d 'abord,  
la somme des Topologies est  d5terminSe par  t ransla t ion a v e c l a  Topologie 
eh (III .1.3);  en plus, si T e s t  un espace topologique, et s i t  est la Topo- 
logie qu 'on lui associe canoniquement  (II.9.8 (i)), alors T e s t  noethdrien si, et 

oo 

seulement  si, t = ~ e h  (III.1.11). 
i = 1  

Quant  ~ la thSorie mult ipl icat ive (III.2), on voit  que v-Top porte  la struc- 
tu re  d 'un  <~ band ~> Ill ,  ou mieux,  d 'un  monoi'd ab~lien, idempotent .  En  plus, 
ce produi t  coincide a v e c l a  borne sup6rieure de Topologies (III.2.3), d 'o~ 
l 'on t i re  que dis est absorbant  et  que c h e s t  l'516ment neutre.  

D'ailleurs, en passant,  on montrera  que l 'a r i thm5tique des Cribles g6- 
nSraux ( I I I . l . l .1) ,  (III.2.1.1), qui est ~ la base de celle des Topologies, re- 
donne l 'ar i thm6tique classique des s t ructures  relationnelles [11], et,  en 
particulier,  celle des alg~bres universelles [6], (II.2.3). 

Pour  des informations plus d6taill6es sur le contenu de ce t ravai l ,  on 
se repor tera  aax  introduct ions de chaque chapitre.  
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D~ns un papier  ult~rieur, nous avons en ru e  de d~velopper une th~orie 
fonctorielle des Topologies, ~ s~voir F~tude du lien des Topologies t~ngentes 
entre  elles et  le p~ss~ge (~ locM-globM ~>. En  effet, il est ~ort possible qu 'une 
~tude locale des Topologies tangentes  puisse donner  des propri~t~s illumi- 
natives ou m~me caract~ristiques de 1~ Topologie dont  elles sont d~duites. 

Remarque pr~liminaire. 

Pour  ~viter des ennuis de na tu re  logiqu% nous plaeerons toutes  
les categories in te rvenan t  d~ns cet article dans un Univers de Grothendieck 
( [SGAIV,  Exp.  I]), que nous supposons (~ssez grand ~) pour  pouvoir  y 
effectuer toutes  les operations n~cessMres: nous 1Mssons au lecteur  soucieux 
le soin de pr~ciser (~ 1~ tMlle ~) des categories consid~r~es; de route  f ~ o n  
les inform~tions n~cessaires d4couleront d i rec tement  du con tex te (*) .  
(L'omission de prScautions du t ype  pr4c~dent pourrMt 4ventuel lement  
fournir  de nouvenes ~ntinomies, fMt qui ne serMt point  inutile ...). 

CtIAPITRE I 

Q U E L Q U E S  CONSTI~UCTIO~S E ~  THI~,OI~IE 

DES  SYST]~MES R E L A T I O N N E L S  

(I.O) Introduction au chapitre. 

Darts ce ch~pitre pr~liminMre, on donne des constructions fond~men- 
tales telles clue 1~ somme orientge des c~tSgories (I.1.1) et  les s tructures dS- 
duites ~ par t i r  d 'un  projecteur (I.1.4). A c e  propos, un nouveau  proc~d~ 
de plongement  d 'une  c~t~gorie d~ns une  cat~gorie de foneteurs  est trMt~. 

En  outre,  on d~montre Fexistence d 'un  isomorphisme de la catSgorie 
des cribles (darts une  c~tSgorie ell fix~e) sur l~ sous-cat~gorie de r163 

locaux, r (I.3.8), fMt qui pe rmet  d'utiliser indiffSremment le 
langage des SI~ ou cehfi des eribles [SGA IV]. 

(I.1) La somme orient6e. 

(I.1.1) Soient ell et  ~U deux sous-cat~gories d 'unc cat6gorie C. La somme 
orient~e ~ = ~[L He  %~ (ou ell H ~ ,  si ~uem~e confusion n'~ lieu) est  18 c~t~- 

(*) Pour une autre fa~on d'gviter les difficult~s logiques, on pourr~ consulter [91. 
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gorie suivante: 

(i) Ob(%0) = Ob(~ls CO); nous 4crivons l ? (resp. /:  X-->I  ~) au l i eude  V 
(resp. / :  X - +  Y), pour tou t  objet V (resp. morphisme /) de CO, quand il 
est pens~ dans ~l), uussi bien que ~ au lieu de cO, pens~ duns "tO. 

(ii) On u quutre cas pour les morphismes: 

a) X, [Ye Ob(ClL): H o m ~ ( X ,  Y) = Hom%l~(X , Y) 

b) X,  YeOb(co) :  H o m ~ ( X ,  Y ) :  Hom~(X,  Y) 

c) XeOb(C/L), YeOb(CO): Hom~0(X , ]Y) ---- Homc(X , Y) 

d) XeOb(CO), YeOb(~tL): Hom~(X,  Y) ---- 0. 

(I.1.2) Exemples et notations. 

(a) Soit C ~- CO iet ~L une sous-catSgorie de CO. Alors (I.l.1) fournit  
la m4thode pour se d4barasser d 'une sous-classe de morphismes duns C, en 
consid4runt ~[L [_J (2)~.~tL)(*), off sont (( oubli~s ~)les morphismes de domuine 
duns O b ( ~ C l L )  et de codomuine duns Ob(ClL). 

(b) Soit C ~ I L : C O ;  ~LII~IL est not4 r L 'endofoncteur de ell 
d~fini par X~-~X et par ()~)* ~ X  est not~ fi.-~ 

(c) Soit C~-~IL et co __ qLob (**). On pose ~IL~-C/LH~L ~ 

(d) Si C = %  et CO= {X}~ ulors on pose ~L~----~tL+II {X} ~ ca- 
tdgorie uppel~e localisde de ~IL en X. Evidemment ,  si X, Y e Ob(r163 ulors 
( ~ ) ~ ( ~ b ~ ) ~ .  Donc, pour route sous-cat4gorie 9~c~lL ~ fmie, i.e. 
X ---- {X,, ..., X.)  ~ en posant  2 L $ :  (... (r . . .)k,, r est bien dSfinie 
et  ~gule ~ ~IL ~| 5 .  Si 9 c 5 c ~L ~ sont deux sous-cat~gories finies de ell ~ 
ulors on a un diugramme cunonique commutat i f :  

% $  c > r 

et on peut  donc dire que cub ~ s'identifie ~ l'ind-cat~gorie des r ~ 4tant  
finie dans ~L ~ 

(*) ~O~r est la sous-cat6gorie pleine de r induite sur Ob (~U)~0b (ctL). 
(**) 0b (elL~ Ob (elL) et les morphismes de ell ~ sont settlement les mor- 

phismes identiques de elL. 
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(e) Plus ggndralement, si ~ est une sous-catggorie quelconque de Rl~ ~ 
on notera %b~ = qs  ~U. 

(]) E t a n t  donnde une catggorie ~kb, posons C----r [q~op, Ens]. 
Par  le lemme de Yoneda, qL s'identifie canoniquement ~ une sous-eatggorie 
de C. Notons alors ~ =r ~ Ens]. 

(I.1.3) Duns la si tuation de (I.l.1), on a un fonctcur canonique Z: RI~-> 
~-> e ~-> [e ~ Ens] r2~ [%op, Ens] qui donne, de fa~on ~vidente, un fonc- 

On di t  que le triple (%, q5, e) (ou H si nulle confusion n 'en r6sulte) est 
de Yoneda si le foncteur H est pleinement fidgle; terminologie justififie par 
lc fair que le triple (~L, %,  %) est toujours de Yoncda (lemme de Yoneda). 

(I.1.4) (i) Soient % une eat6gorie duns qJ et cO une sous-catdgorie pleinc 
de e. Si on note par  21) la catdgoric % II ~U, on a un endofoneteur de ql) 

ddfini par ~]r X, ~ l~ ( ]  ~) = ]~. 
Pour tou t  X e Ob(%), on a un morphisme canonique ~x: X -->X duns ~D, 

celui qui est associ6 ~ lx.  
Le foncteur ~ a done les deux propri6t6s suivantcs: 

(I.1.4.1) v ]Im.Dl(;) = lIm.pl(;) (*) 

(I.1.4.2.) il existe une t ransformation naturelle 7: l~u-->~). 

Un cndofoneteur d 'une eat6gorie queleonque 21) ayan t  les propri6t6s 
(I.1.4.1) et (I.1.4.2) est dit projecteur. Si, en outre, pour X E Ob(%0), ~x est 
un 6pimorphisme de 21), le projecteur est dit  projecteur strict. Par  exemple, 
l 'endofoncteur /~ d6fini duns (I.1.2 (b)) cst un projecteur strict. 

(ii) Duns la si tuation de (I.1.1), soit r une sous-eat6gorie pleinc de e. 
Supposons donn6 un fonctcur ]: C--> C tel  que Im(]I% ) c '/3 et JI~ c 1~ :  
Alors, nous pouvons cn d6duirc un foneteur [: ~t0 -~ ~0 d6fini par  [1% = ~)oJ 
et /]q~(l~) =))(](Iz)) = ]Y, YeOb(CU). Si J e s t  un projecteur (strict), il en 
est de m4me de ]'. 

(iii) Si v: e -~ C est un projcctcur (strict), notons par 

qY(v), ou simplement RI, la eat6gorie Im. pl(v); 

ql~(v), ou RL, la cat6goric C\r  

(*) Pour tout foneteur t: o ~  :~, nous notonspar Im.pl(t) larestrietion 3~lt(ob(~) ). 
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O(v), ou 0, la cat6gorie qLII 'U appel6e catdgorie orientde par le pro- 
jecteur v;  

OCt(v), ou 0 r lu cat~gorie qLH ~U~ 

"IL ̂  (v), ou "/L ̂ , lu cat4gorie [(qL(v)) ~ Ens];  

O"(v),  ou 0 ^, lu eat4gorie ~lL(v)H[(qL(v)) ~ Ens] ;  

H(v),  ou H, le foncteur 0 - +  0 ^ d~fini duns (I.1.3); 

H'(v)  ou H' ,  le foncteur H ] ~ :  ~ - ~ I L  ^. 

Du projecteur  v, nous d~duisons, comme duns (I.1.4) ua  projectettr 
,): 0(v)  -+ 0(v). 

Remarquons  que 0(~) ~ O(v) et  que (~)" ~- ,5. Nous noterons par  w(v) ,  
ou simplement  ~ ,  le foneteur '51~: qL(v)-~ ( 'U(v)) ' .  

(iv) Un autre exemple fondamenta l  de projecteur  est truit~ duns (II.4). 

(I.1.5) P~oPosITIO~. Eupposons donn~ un projecteur v: C-->C. Avec les 
notations de (I.1.4 (iii)), s'il existe un /oncteur T: cO --~ ~IL tel que To,i, __~ 1 ~ ,  
alors le /oncteur H: 0--> 0 ^ est de Yoneda (I.1.3). 

Par  d~finition, il faut  voir que H est pleinement  fid~le. Mais ceci est  
trivia.1 8~uf pour ]es couples X, ~-~ Ob(C[Y). Pour  terminer,  il sttfl~t de 
voir que: 

H(X,  ]?): H o m o ( X  , l y) - ~ H o m o ^ ( h / ] % ,  hrl~L ) 

(h x 4runt le foncteur Home( - - ,  X)) u une application inverse fonctorielle 
en X et  Y. 

Spit ~: hxl ~ -  hr[ % une t ransformation naturelle;  il suffit 4videmment  
de constrtfire une t ransformation nuturelle q~: Homey(-- ,  X) -> Hom%~(--, Y) 
pour  d~terminer un 0-morphisme ~':  X -+ Y. Pour  celu, spit ZeOb(~U)  
et t: Z - ~ X  un ~U-morphisme. Posons. 

z(t) = W(~T(Z)(~IT(x, o T(t)) ) . 

On v4rifie sans peine que q~ est fonctoriel en Z. En  outre, on voit  que 
~v ~->~' est  l 'application inverse de H(X,  IY), d'ofl lu proposition. 

(I.1.5.1) I~E~AaQUE. Duns lu situation de (I.1.4 (i)), supposons ell = cU. 
Alors, le projecteur ~i: ~L-*~L (I.1.2 (b)) v4rifie tr iviulement l 'hypoth~se 
de (I.1.5). 

(I.1.6) L E ~ E .  Avee les notations de (I.1.4 (iii)), supposons que les produits 
flbrds dans "U existent. Alors, le /oncteur H ' :  ~ _+c[~ commute aux pro- 
duits /ibrds. 
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(I.2) Produits fibrgs de syst~mes relationnels. 

(1.2.0) Pour  les d6finitions des syst~mes relationnels ( =  SR) et  des mor- 
phismes entre  de tels objets, ainsi que pour des exemples, nous renvo- 
yons s [AF]. 
(I.2.1) Soit 

un diagramme de ~IL--SR, off ] e t  g sont des morphismes forts. On con- 
struit  le (~Is215 produit ]ibr~ ~ = o~• en posant  

(i) lal----I~lxj~,lfll (*); 

(ii) ~ ( (A,B) ,  (A ' ,B ' ) )  = a ( A ,  ' - + B + A )x~(,(.4)r(.~,))fl( , B') .  

(1.2.2) Si ~ et  fl sont deux sous-Sg de y, on ~crir~ ~ N  fl au lien de ax~fl. 
Siy ' - ->?  est un  <, changement  de base ~), on a 

(1.,~ (~ n f l ) x , r  = ( ~ x ~ r )  n ( f l x , r ) .  

(I.3) Syst~mes relationnels loeaux, globaux et Cribles. 

(I.3.1) Rappelons ([SGA IV, Exp.  I], (4.1) et  (4.2.1); [14], (20.1.2)) qu 'un 
crible R dans une  cat~gorie qL est un  sous-foncteur d 'un  foneteur  represen- 
table F = H o m • ( - - ,  X). Si "U est une  sous-classe de Ob(~tL), Mors une 
"U-]amille de cribes est par  dSfinition une famille de sous-fonctenrs R x c  
c H o m ( - - , X ) ,  pour  tou t  X E ~ .  Un morphisme ]:R---~S de cribles 
/~ c Horn(--, X) et S c flora(--, Y) est une transformation n~turelle induite 

par  un morphisme ]: X - ~  Y, i.e. ]e d iagramme 

Horn(--  X) Hom(-,r)> Horn(-- ,  Y) 

U U 
R r > S  

doit commuter .  

(*) a) 0b (Io~l x t~,[l~l) = { (A,  B)IA ~ 0 b  (1~1), B +  0 b  (t~[) et  I(A) = g (B) ) ;  
b) Homl~ t • B), (A', B')) = Homt~ t (_4, A') • ~o,~t~,,(f<AIJ(A')) H~ (B, B'). 
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Notons par cb(~lL), ou simplement cb, lu ca%gorie des cribles dans la 
eat6gorie oiL, et par cb(~tb, X), ou cb(X),  la sous-eat6gorie pleine de cb(~L) 
constitu6e pur les sous-foncteurs de Hom(-- ,  X). 

(I.3.2) Soit a un r et  soit r une sous-cat6gorie de (lal) ~ On con- 
struit  un  r a~y en posunt 

(ii) *" / -~ a~ (Z ,  W ) =  a(Z, W), si WeOb(CU) et ZeOb(Iztl) 

t 0 dans les autres cas. 

a ~  ser~ ~ppel6 le SR de ~ localisd en r Evidemment ,  pour tout  X e Ob(~U), 

(I.3.2.1) a~l l~,=-  gk (avec les notat ions de (1.1.2 (d))) . 

(I.3.3) Si a est un SR, et  si A et :~ sont des sous-cat6gories de %b, on dit  
que a est A-~-orientd si ~(X, Y ) =  0, saul - -  au  plus - -  pour X e Ob(A), 
Y ~ Ob(~),  Par  exemple, a +  est [al-ci_T-orient6. 

(I.3.4) PROPOSITION. Avec les notations de (I.1.2 (c)), soit "IL une catdgorie. 
La donn6e d'une r de cribles (1.3.1) est 6quivalente de la donn6c d'un 
~lL~_ SR "lL_~UOb_orientd. 

(1.3.5) Cette proposition justifie la terminologie suivante. On dit qu 'un  
"/L~-SRa est un ft-Crible, ou simplement Crible, de support ~ ~ Supp(a), 

c~lL ~ si a est 

a) q.b-'(b-orient~, 

b) % c  la[, 

c) Ob(]~]) c~ O b ( ~ )  = Ob(A). 

S i ~ : ~ ,  a est dit  Crible global; si f ic={X},  a e s t  dit local en X .  

(I.3.5.1) EXEM2LES. 

(a) En  particulier, (I.3.4) dit  qu'on a une bijection entre les cribles 
R r Horn(--,  X) et les Cribles locaux en X, d6finie par  R ~->R, off ]/)1 ~ ~/Lk et 

-" [ R(Z) si ~z = j ~ ,  Z + Ob(~L),  
/)(Z, Y) = / 0 a u t r e m e n t .  

(b) Si ~ est un SR de "/L tel que ]a l=clL et si ~UcClL ~ alors a ~  
est un  Crible de support r 
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(c) Pour  a = (cUb, H o m % ( - - , - - ) ) ,  on pose h = - a ~  ct  h 2 =  hl%~, les 
hi; 6rant appel6s Cribles locaux pleins en X. 

(d) Soit a un  qL-SR, supposons donn6 un sous-ensemble S(X, Y ) c  
c~(X,  Y), pour  tou t  X, YEOb(ia l ) .  Ce qu 'on en tend  par  sous-qL-SR de a 
engendrd par la ]amille des S(X, Y) est clair: c 'est  le plus pe t i t  sous-2L-SR 
a de ~ tel que ~(X, Y ) ~ S ( X ,  Y), pour  tou t  X, Y c O b ( l a l ) .  Si a est un 
h-Crible, les mgmes donn6es pe rme t t en t  de d6finir de la m6me fagon le 
ft-Crible engendrd par les S(X, Y). 

(I.3.6) Recollement de syst~mes relationnels. 

Pour  deux qL-SR ~, fl, on d6finit leur recolIement 0 = ~ U fl le long de 
leur intersect ion y = ~ ~ ft. Pour  le faire,  supposons y plein dans ~ et fl; 
ulors s est le plus pe t i t  qL-SR con tenan t  a e t  ft. Plus pr6cis6ment: 

(i) Ob(lql ) = Ob([~l) u Ob(lfl]), 

(ii) Homt~ll,~ , = Homl~ , ;  Homlo,[ ,# , = I~omj~j; 

Itomlel(A , B )  = U Homxal(X , B)oHomj~l(A , X )  
XeOb(Frl) 

pour  A �9 Ob(i~])\Ob(lfl] ) e t  B e Ob(]~])~Ob(la]) ; 
Homlol(B , A) est ddfini symdtr iquement .  

(iii) ~ est  d6fini unMoguement ~ Hom~o I ~ par t i r  de 5 et  fi. 

Clairement, ee t te  construct ion se g6ndrahse au cas d 'une  classe quel- 
conque non-vide de qL-SR ayan t  une (( bonne )> intersection.  Les d6tails 

sont laiss6s au leeteur.  

(1.3.6.1) EXEMPLES. 

(a) Soit (a~)~z une famille de qL~-SR r tels que 

~(-, X) = ~k(-, X) 

pour  tou t  couple i, k ~ I  et XEOb(I~I)r Ob([~l). 
U ~ existe e t  il est  un qL~-SR qL-q~b-orient6. 

i e I  

(b) Si ~ est un tl-crible, on a 

Alors, le recollement 

~ =  U ~ 1 ~ .  
-~esupD(~) 
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(I.3.7) Si ~ et fl sont deux Cribles loca.ux, a.vec Supp(a) = X e t  Supp(fl) ---- ]Y, 
un  morphisme de Cribles locaux q~-~ (F, ~): ~t-*fl est un  morphisme fort  
as ([AF, 4, 1]) d6duit d'un morphisme /: X Y da.ns de la. 
~a.gon suiva.nte: 

1) F[% = 1% et F()~) ----/2, 

2) F(g:  U-->X)=/og;  

en d6coule (loc. cir.). 
~o tons  pa.r Cb(ti), ou simplement Cb la. ca.t6gorie des ti-Cribles loca.ux, 

et pa.r Cb(it, J[), ou Cb(J~) la. ca.t6gorie des t~-Cribles loca.ux en Ji[. Si 
]~  I tom@(Y, X), h i e s t  la. nota.tion pour le morphisme hi~--> h~ a.ssoci6 ~ /. 

(1.3.8) PROPOSIT:[O~. Les catdgories des cribles et des Cribles locaux sont iso- 
morphes, i.e. le ]oncteur 

(--)~: cbO_L, X) --->Cb(it, X) 

qui associe dt tout sous-]oncteur R c t t o m % ( - - , X )  le it-Crible local en X ~ ,  
dd]ini dans (I.3.5.1 (a)) est un isomorphisme de catdgories . De (--)x, on 
ddduit immddiatement un isomorphisme 

(--)^: cb(ClL) ->Cb(~) .  

(I.3.8.1) ~EMAlCQUE. L'isomorphisme cut6goriel de lu proposition pr6c6- 
dente justifie les nota.tions R , f  (R, resp. ], 6ta.nt un erible loca.1, resp. un  
morphisme des eribles loea.ux) que nous utiliserons duns la. suite pour les 
Cribles loca.ux et pour les morphismes de Cribles loea.ux. Rema.rquons que 
( t Iom%(-- ,  X)) ̂  = h k. 

(1.3.9) Pour  tout  /~ da.ns Cb(f~) et pour tout  morphisme /: Y-->X, le 
SR /~i ~--/~xh~hi~ s'identifie ca.noniquement ~ un ~-Crible loca.1 en X, a.ppel6 
extension de R par / .  On voit imm6dia.tement que eette construction donne 
un foncteur 

(--)~: Cb(J;) --->Cb(F) 

a.ppel6 ]oncteur de changement de base. 
Si R c S c h k est une suite d'inclusions de Cribles, a.lors: 

(I.3.9.1) R x ~ h i ~ _ R  ~ . 



ARITtt)/I~TIQUE FONCTORI]~LLE DES TOPOLOGIES DE GROTHENDIECK 59 

(I.3.10) Soit / ~ t t o m ~ ( Y ,  X). 
locaux en X, on dcrir~ 

/ <  iR 

Si ia: R c h• est une inclusion de u-Cribles 

(ou h ) < i n ,  ou / < R )  

pour indiquer l'existence d'un diagr~mme commutatif: 

hi- hZ > hk 

" ' " - .  tiR 

(I.3.11) LE~ME. Avec les notations de (I.1.2 (b)) et de (I.3.10), pour tout 

/: Y--->X duns ~L, h( / )< /~  si et seulement si ] e R ( Y ) = R ( Y ,  J~). 

(I.3.12) RE~ARQUE. Avec les notations de (I.1.4 (iii)), si z: H-->K et 
2: L - > K  sont deux r nous 6crirons z < 2, pour dire qu'il 
existe un (~l~/K)-morphisme g -+ ~. En partieulier, si / e  Hom~(~ ,  X) et 
si l: L--->H(X) est un objet de ~]L/H(J;), nous dcrirons ] '< l, ou / <  L, si 
H(/)  < 1. 

CEAPITRE I I  

SYST~]MES I~ELATIONNELS ET TOPOLOGIES DE GROTItE~TDIECK 

(II.O) Introduction au chapitre. 

Tout d'abord, duns ce chupitre, on introduit les Topologies de Grothen- 
dieck-Verdier (II.1), traduetion duns le lunguge des SI~ des topologies de 
Grothendieck, compte tenu du th4or~me d"isomorphisme (I.3.8). 

En second lieu, dtant donn4 un projecteur v (I.1.4), on d4finit les cribles 
gdndralis~s et on d~montre un thdor~me d'isomorphisme (II.2.2.2)dten- 
dant (I.3.8), duquel s'ensuit l'importunce d'une elusse de SR, appelSs 
v-Cribles (II.2.2). Ace  point, on donne des exemples (II.2.3) montrunt, entre 
autre, que la th~orie des structures relutionnelles [11] et, en purticulier, celle 
des Mggbres universelles [6] sont ais~ment ins~r~es duns le cadre des v-Cribles. 
D'ailleurs, eet exemple seru repris duns le chupitre I I I  pour voir que l'urith- 
mStique fonctorielle [AF] des Cribles, duns ce eus, coincide avec l'arithm6- 
tique classique des structures relutionnelles [11]. 

Les v-Cribles, dtant ainsi disponibles, permettent de b~tir de nouvelles 
Topologies: les v-Topologies (II.2.4) et les Topologies de Grothendieck- 
Yoneda (II.6). Une premigre raison d'etre en est montr~e avec un exemple 
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dans la cat6gorie des sch6mas (exemple qui se place au-del~ de la th6orie 
<< ancienne ,), construit  ~ part i r  du projecteur <~ enveloppe aff ine,  (EGA I I ,  
(2.1.12)) qui s6pare les sch6mas affines des autres. De Fanalyse de eet 
exemple, on tire un r6sultat (II.3.2.2) << dual >> au fair bien connu qu 'un 
seh6ma est un foncteur particulier en anneaux commutat ifs  [EGA I, 2.6d] 
(ce dernier 6tant  la base da  <~ probl~me d'existence de Grothendieck ,  [2] [12]). 

La  recherche d 'une th6orie valable de faisceaux pour les v-Topologies 
sugg~re l ' introduetion des <<morphismes imagings >> (II.4) entre foncteurs 
contravariants  en ensembles, notion li6e ~ celle des foneteurs pro-repr6sen- 
tables [3], [SGA IV]. D~ns cet ordre d'id6es, on montre  l 'existence d 'un  
foncteur,  not6 ira,  qui ~ tou t  morphisme ayan t  pour codomaine un << fonc- 
teur fondamenta l  ~ (II.2.2), associe un morphisme imagin6 de m~me codo- 
maine. Les par~graphes (II.4) et (II.5) sont enti~rement consaer6s ~ une 
~tude technique des propri6t~s de ees morphismes et ~ la d6monstration du 
fair que irn est un projecteur strict (II.4.5). 

Les morphismes imagin6s permet ten t  la construction des Topologies de 
Grothendieck-Yoneda, ~ l 'aide desquelles une th~orie de ]aisceaux est d6ve- 
lopp6e. Les th6or~mes-cl6s de la th6orie ancienne des faisceaux [SGA IV, 
Exp. I I ,  w restent  vrais. 

En  outre,  la construction des Topologies ~ par t i r  de pr6topologies est 
trait6e en d6tail, pe rmet tan t  de nombreux exemples. 

Dans le dernier paragraphe, on 6tudie des Topologies << locales >>, appel6es 
Topologies tangentes, d6duites ~ part ir  d 'une Topologie de Grothendieek- 
Yoneda, en util isant le projecteur strict irn. Ces topologies ne sont pas, en 
ggn~ral, des Topologies de Grothendieck-Verdier, m~me en partant d'une tello 
Topologie (!). La th6orie g6n6ralis6e trouve done, a posteriori, une moti- 
vat ion intrins~que. 

(II.1) Topologies de Grothendieck-Verdier en termes de Cribles loeaux. 

(II.1.1) E t a n t  donn6e une eat6gorie %b, si u est le projecteur introdui t  
dans (I.1.2 (b)), une u-Topologie, ou Topologie de Grothendieck-Verdier sur r 
t consiste en une elasse t(X) de r locaux en X, pour tout  XeOb(q:L), 
satisfaisant les axiomes suivants- 

( t l )  (stabilit~ par changement de base). Pour tout X e O b ( ~ ) ,  -~e t(X), 
] ' e H o m ~ ( ]  ~, X), on a ~.1e t(]~); 

(t2) (caract~re local). Soient ~ ,  R' deux Cribles locaux en J;, dont ~ e t(X). 
Si R'~e t(~), pour tout / < i t ,  ] ' e g o m ~ ( ]  y, X), alors ~ t (2 ) ;  

(t3) Pour tout 2 e Ob(C/L), h~ e t()~) (I.3.5.1 (c)). 
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(II.1.2) Vu la Proposi t ion (I.3.8), les ~xiomes pr6c6dents t raduisent  les axio- 
mes d 'une topologie sur 1~ c~t6gorie qL, donn6s d~ns [SGA IV, Exp.  II .  w 1.1] 
dans le l~ngage des syst~mes relationnels. 

Conform6ment ~ la th6orie de u  (loc. cit), on appellera u-Site un 
couple (qL ~, t). 

(II.2) v-Si tes .  

(II.2.0) Supposons donn6 un projeeteur  v: C ~ C  (I.1.4). Dans  tout  ee 
paragraphe,  nous utiliserons les notat ions de (I.1.4 (iii)). 

(II.2.1) Dans la si tuation de (II.2.0), un v-Criblc a de support 3: = Supp(a), 
c 'U ~ est un 0 ~ - S R  tel que: 

(a) il est  qL-~-orient6,  

(b) q_l~c lal, 

(c) Ob(lal) N O b ( ~ )  ~- Ob(A), 

(d) pour tout  / e ~(Y, X) et pour  tou t  g e H o m o ( Z  , 0(Y)),  on a i,(/)og e 
._+ �9 ._+ 

ca(Z, X)  i.e. /J(/) < a(-- ,  _~) (I.3.10). 

On dit encore que a est local en X, X eOb( 'U) ,  si S u p p ( a ) :  {X}. 

(11.2.1.1) EXEIVIPLES. 

(1) Soit C =q_L, v = h: qL-->~L (I.1.2 (b)) le projeeteur  eanonique. 
Alors, tou t  h-Crible local est  un v-Crible local. 

(2) Soit S(Y,  X) c H o m o ( Y  , 2~) un ensemble de morphismes donn6, 
pour tout  Y ~ Ob(qL), 2~ e O b ( ~ ) .  Par  analogie avee l 'exemple (d) de 
(I.3.5.1), on peut  construire un v-Crible a, ~ppel6 v-Crible engendr~ par la 
]amille {S(Y, )~)[Y e Ob(qs X e Ob(qJ)}. 

(3) Soit h(v), ou simplement h, le syst~me relationnel (O(v), 
Homo(,)(--,  --)).  Pour  3 c b ~ soit ~1~ 5 1~ sous-cat6gorie pleine de 0, avec 
Ob(qL~) = Ob(ClL)~3 3. Si J = {X}, ~eOb(C(~),  on note h k = h(v)l%;~, ee 
dernier 6t~nt appel6 v-Crible local plein en X.  

(II.2.2) La d6finition de morphisme de v-Cribles locaux s 'obt ient  de celle 
de morphisme de u-Cribles locaux, donn6e dans (I.3.7), en remptapant  
pa r tou t  ~b par  ~(~. 

Notons p,%r 

Cb(v, X) la cat6gorie des v-Cribles loeaux en X, X ~ O b ( ~ ) ,  

Cb(v) la cat6gorie de tous les v-Cribles loc~ux. 
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Si H :  0 - ~  0 ^ �9  le foncteur introduit  duns (I.1.4 (iii)), les foncteurs 
H(X):  RL~ associ~s aux objets 2s de q7 sont appel~s ]oneteurs 
]ondamentaux. 

Si R �9 H(X) et S c H(~)  song des sous-foncteurs de deux foncteurs 
fondamentaux,  on consider�9 comme morphismes de R d S seulement les 
t ransformations naturelles induites par les morphismes ] ' e t t om~( )~ ,  ]Y). 

Notons par 

eb(v, H ( X ) ) l a  eatd~gorie de tous les sous-foncteurs du foneteur fondu- 
mental  H(X), 

cb(v) la cat~gorie de t o u s l e s  sous-foncteurs des foncteurs fonda- 
mentaux. 

Analoguement ~ (I.3.8), les cat6gories eb(v, H()~)) et  Cb(v, X) sont iso- 
morphes ~ travers le foneteur 

(II.2.2.1) (--)x: vb(v, H(X)) -->Cb(v, f~) 

d~fini eomme duns (I.3.8). Le foncteur inverse de tel foncteur �9 le fonc- 
teur  d'oubli. 

Plus g4n~ralement, comme duns (Ioc. cir.), on a un isomorphisme 

(II.2.2.2) (--)^: cb(v) ~ >_Cb(v). 

Done par  la suite nous eonserverons les notat ions _~ (resp. ] ,  resp. 
i R : / )  ~+ h~) pout" les v-Cribles loeaux (resp. morphismes de v-Cribles locaux~ 
resp. inclusions). 

Si /~ est duns Cb(v,X) et / � 9  par  ]?~ nous noterons le 
v-Crible, local en ]Y, J ~ •  Duns ee context �9 la formule (I.3.9.1) reste 
vraie. En  outre, on a: 

(II.2.2.3) /~7(z, Y) = {t �9 Homo(Z, F) l/ot �9 X)}.  

Avec les notations pr6e6dentes et les identifications (II.2.2.1) et (II.2.2.2), 
il �9  clair que ce qu'on entend par / < / ~ ,  /)c~ S, _~ c ~  etc. 

(II.2.3) EXE•PLE: Les alg~bres universelles sont de v-Cribles locaux. 
Soit ~: T-+  N u n e  famille d'entiers non n4gatifs. En  fixant un module 

de N duns Ens, encore not~ N, notons T (resp. Q(T)) les eat4gories qui ont  
pour objets les ~l~ments de T (resp. eeux de ~(T)) et par morphismes seule- 
merit les identit4s. 
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Soit Ense 

(1) 

(2 i) 

(2 ii) 

(2 iii) 

(2 iv) 

----~(T)II(Ens\Q(T)) et  soit Ens(~) In categoric suivante:  

Ob(Ens(e))  = Ob(T) II Ob(Ensq), 

Hom~(e ) ( t  , t') = ttom~(t, t'), t, t' e T, 

I tom~(e)( t ,  A) -~ H o m ~ ( ~ ( t ) ,  A), t ~ T, A e Ob(Ens0), 

Hom~(e)(A, t) = O, t e T, A e Ob(Ensq), 

Hom~.~(~)(A, A') = Hom~.~(A,  A'), A, A'  e Ob(Ense). 

E a  plus, l '~pplication t ~-~ ~(t) d6termine de fagon inm4di~te un pro- 
jecteur strict v(Q) : Ens(~) -+ Ens(e). 

Ceci 6tant, un v(~)-Crible local cn /9  e (Ens(~))" n 'est  autre qu 'une (( struc- 
ture relationnelle )) de support  B e t  de t ype  ~: T -+  N, duns le sens de [11]�9 
En plus, un morphisme de v(~)-Cribles locaux (II.2.2) correspond biunivo- 
quement  aux homomorphismes des s tructures relationnelles associ6es. En  
particulier, ce qui pr6c~de se sp6ci~lise facilement ~ux alg~bres universelles 
et  ~ leurs homomorphismes.  

Cet exemple sera repris au chupitre I I I ,  pour illustrer l 'ar i thm6tique 
des v-Crib]es. 

(II.2A) Duns la si tuation de (II.2.0), une v-Topologie t est la donn6e, pour  
tout  X e O b ( ~ ) ,  d 'une classe t (~)  de v-Cribles locaux cn X, appel6s Cribles 
t-couvrants,  soumis aux axiomes ( t l ) ,  (t2) et  (t3) de (II.1.1), off l 'on remplace 

per qY. On appellera v-Site le couple (O~(v), t). 

(II.2.5) PROPOSITIOn. Soient R, R' deux v-Cribles loeaux de support, respeeti- 
vement, X et ]Y. Soit / e H o m ~ ( ~ ,  X) tel que / < R ,  alors 

( 1 )  = 

(2) si RcJ~',  alors R ; ~ R ~ ,  

(3) /~'7 ---- (/~ (~/~')}" 

Duns tous l e s  cas, l'6galit6 des cat6gories est triviale. (2) est cons6quence 
de (1). D'apr~s (II.2.2), (1) est cons6quence des d6finitions. Pour  avoir 

/~'} c (/~ (~/~')}, soit t e/~'i(Z, Y), donc [ota ~'(Z, J[) (IL2.2.3). Par  choix 

�9 ~ /~(Z,  1~), et  finalement t e/~i(Z, Y) N d e / ,  on a auss i /o r  e ~(Z,  J~), donc t e 

(5 _~'i(Z, Iv') = (/~ (~ R')i(Z , Y) (II.2.2). L'inclusion inverse suit de la m~me 
fagon. Q.E.D. 



(}4 MARCO ~ O I ~ T A N A  - G U E R I N O  MAZZOLA 

(II.2.6) PROPOSITIO]~. Soit t u n e  v-Topologie. 
locaux en X.  

(a) Si R c_~' et _~ �9 t(X), alors _~'�9 t(X), 

(b) si _~, [~'�9 t(J[), alors _~ (3 R ' �9  t(J[). 

Soient R, R' deux v-Cribles 

(a) d6eoule du fait  que R . s = R ' i = h ~ ,  pour  tou t  /: ~ - ->X tel  que 
] < ~ ,  eompte  tenu de (t2) et  (t3). (b): par  (11.2.5 (3)), ( /~(3R')~=/~'~,  si 
/ < / ~ .  D 'au t re  part ,  / ~ ' � 9  t(X) implique /~  �9 t ( ]  ~) par  ( t l ) ,  et on conelut  

r e t(X) par (t2). 

(11.2.7) CO]~OLLAII~E. L'axiome ( t 2 ) � 9  dquivalent d la conjonction des deux 
axiomes suivants : 

(t2 i) (t2) vaut pour ~'�9 

( t2 ii) si _~ �9 t(X) et R c R', alors _~'�9 t(X). 

I1 suffit de voir que (t2 i) et  (t2 ii) impliquent  (t2). Supposons donn6s 
R ' , /~  deux v-Cribles locaux en X et / ~ � 9  t(X). S i / ~ ' i � 9  t(]~), pour tou t  
] < / ~ ,  alors (/~ n/~')~=_~'~ et ( t2 i), appliqu6 ~ / ~ n / ~ '  c_~, nous assure que 

r _~ �9 t(X), doric par  (t2 ii), /~' �9 t(X). 

(11.2.8) Topologies engendrdes par des ]amilles de morphismes. Fixons un 
projecteur  v: C-+ C. Soient tl et  t~ deux v-Topologies; on dit que tl est 
plus /in�9 que t2, en symboles t~> t2, si, pour tou t  X E Ob{q~), la class�9 
tl(X) eont ient  t2(X). 

On appelle v-Topologie discrete, not6�9 dis~ (ou dis), la v-Topologie maxi- 
male pour  eet ordre, i.e. cell�9 dont  t ous l e s  v-Cribles locaux sont couvrants.  
La v-Topologie minimal�9 pour  cet ordre est  dire v-Topologie ehaotique, 
not6e ch~ (ou oh), i.e. cell�9 ne contenant  que les v-Cribles locaux pleins. 

I1 est  6vident que, pour route  class�9 (t~)~ z de v-Topologies, il exis t �9  
soit la v-Topologie inf(t,i) soit la v-Topologie sup(ti) , re lat ivement  ~ ~ > ~>. 

Or donnons ~e~ 

(j) pour tout  X eOb(qJ) ,  une class�9 d'indiees I(X),  

(jj) pour tout  X �9 Ob(r pour tout  i �9 I(X),  pour  tout  Y �9 Ob(q~), 
un sous-ensemble Si(Y, X) �9 Homo(Y  , J;). 

Alors, ces donn6es pe rmet ten t  de construire une v-Topologie s: c 'est  la 
plus pet i te  telle que, pour  tou t  XeOb(CU),  pour  tout  i e I(X), le v-Crible 
local engendr5 par Si (11.2.1.1 (2)) soit un v-Crible eouvrant  (en)~)  de s. 
On dit que s �9  la v-Topologie engendrge par les donn~es (j) et (jj). 
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(II.3) Exemples de v-Sites. 

(II.3.1) Consid6rons le projecteur ~: ~b-->ClL (I. 1.2 (b)). On a alors une 
correspondance biunivoque entre les ~L-sites de Grothendieck [SGAIV, 
Exp. I I ,  w 1.1.5] et les ~-Sites, (II. l .1) et (II.2.4), vu la Proposition (I.3.8). 

(II.3.2) Soit k un corps et C = Sch/k  1~ cat~gorie des k-sch4mus. Soit 
v = SpecoH~ X ~->Spec(HO(X, Ox) ). I1 est facile de voir que v e s t  un pro- 
jeeteur strict [EGA I,  (2.2.4), 1.4d.].  ~ est donc la cat~gorie des k-sch~m~s 
affines et ~1s est l~ cat~gorie des k-sch4mas non-affmes. 

Les donn4es (j) et (jj) de (II.2.8) permet ten t  de construire tous les  v-Sites 
qu'on veut  duns O(v)= (Sch /k \Sch .a f f / k )HSch .a f f / k .  Remarquons que, 
jusqu'ici, on aurai t  pu choisir an  sch6ma de base quelconque, au lieu d~un 
corps. Par  contre, cette hypothbse interviendra duns ce qui suit. 

Montrons qu 'on peut  construire un foneteur 

T: Sch.af f /k  ---> (Sch /k \Sch .a f f / k )  

ayan t  la propri6t~ de la Proposition (I.1.5). Fixons pour cela une k-vari6t6 
P non affme, tel que H~ Op) ~ k, par exemple un espace projectif Y,(k). 
Posons T ( S p e c ( A ) ) = P x k A .  La formule de Kfinneth:  

H~(P• kA, Op • ~)  ---- | (H~(P, 0p) Q~ HZ(Spec(A), ~))  
j+~=i  

[EGA I I I ,  (6.7.8)] et  le crit~re de Serre [EGA II ,  (5.2.1)] nous ~ssurent que 
T(Spec(A)) n 'est  pus affine et que H~215 O p •  Doric, on 

(SpecoH ~ o T ~_ Is~h.,,ff/~ . 

(II.3.2.1) COROLLAIRE. Le /oncteur canonique 

H:  O(SpecoH ~ --> O"(SpecoH ~ (I.1.4 (iii)) 

est de Yoneda. 
Ceci est consequence de ce qui pr4c~de et de (I.1.5). 

(II.3.2.2) RE•ARQVE. On suit [EGA I, (2.3.6)] que 

X ~ Homs~h(-- , X ) I ~  . f s  

est un foncteur pleinement fid~le. Le Corolluire (II.3.2.1) fournit  un rSsultat 
(~ du~l )>, d~ns le ca.s des k-schemas. 
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(II.4) Foncteurs et morphismes imagines. 

(II.4.0) Conservons les notat ions de (II.2.0). Dans ce paragraphe, on se pro- 
pose d '4tudier quelques notions utiles dans la suite, no tamment  celle de 
(( foncteur imagin~ ~>, li~e s la notion de (~ fonctem' pro-representable ,> ([3], 
oh. I I I , w  5). 

La  part ie  centrale du present num4ro consiste en la d4monstration de 
rexistence d 'un projecteur strict de ~/H(f~)  (I.1.4 (iii)), not4 i m p :  

(II.4.1) Avec les notations de (I.1.4(iii)), supposons H:  O(v)--~O"(v)de 
Yoneda. Fixons, pour an  moment ,  X c Ob(~) .  Soit Diagr(r la eatd- 
gorie des diagrammes d valeurs dans ~/ f~.  D4finissons an  foncteur 

(II.4.1.1) co i  : Diagr(r --~ ~5 /H( f~) 

not6 aussi co, si aucune confusion ne r~sulte, de la mani~re suivante:  si 
D: if)--> r est nn objet de Diagr (~ /X) ,  on pose coi(D ) ---- l im(HioD) ,  
off Hk :  r est d4duit de fagon 4vidente de H. 

On notera  aussi co(D)=DC~ Egalement,  si t: D-+D'  est un 
morphisme dans Diagr (~ /X) ,  on notera t c~ le H(X)-morphisme canonique 
D ~~ --~ D '~~ d4duit de t. 

(II.4.2) En  conservant les notations de (II.4.1), pour d6finir le foncteur 

(H.4.2.1) D • : ~ /H( f~ ) --> Diagr (~ /X)  

not~ aussi D, consid4rons d 'abord l 'endofonctear 

(~I.~.2.2) R i :  ~ IH(J~) ~ ~ IH(X) 

not4 aussi R, d~fini par 

R~(t)  = I m q )  c It(2) 

si l: L - ~ H ( X )  est un  objet de ~L/H(X). R(1) sera aussi not~ R~, ou R~, 
si possible. I1 est ~vident que R est v.n projecteur strict. 

Or, soit iR: R ~->H(X) an  sous-foncteur du foncteur fondamental  H(X). 
Posons D(i,) 4gal au diagramme 

(~ e H o m ~ ( F ,  X)IH(~) < JR} (I.3.12). 
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E v i d e m m e n t ,  si R '  ~L>R ~->H(X), on a une inclusion 

D(j ) :  D(ia,) ~-> D(i~).  

Duns le cas g6n6ral, si l: Z - . H ( X )  est  duns ~ / H ( J [ ) ,  on pose 

D(I) = D ( R 3 ,  

d iagramme qu 'on  notera  aussi D~, ou D~. Si t: 1-->l' est  un  morphisme 
duns r  on pose D(t) = D(R~---> Rt , ) .  

(II.4.3) Conservons les nota t ions  e t  hypoth6ses  de (II.4.1) et  (II.4.2). De 
ce qui pr6c6de, on d6duit un endofoncteur  de qL/H(X):  

(II.4.3.1) i m $  = co-~o D$ : r /H(J~ ) ~> q~ /H(X)  

not6 s implement  i m ,  si aucune confusion n ' a  lieu. On posera 1 ~'~: Z ~" -+ H(X)  
la place de i m p ( l :  L--~H(J[)) .  

(II.4.4) REMAaQUE. I1 est  facile de v6rifier que 

(II.4.5) 
imj:  est 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(i) 
v6rifier P6galit6 R~ = R~. Pa r  d6finition de k, on a R~ ~-~R~. 
R~ :-->Rk, soit ZeOb(CtL) et  tERt (Z) ,  alors 

i;(t) e D ( R t )  (II .2.1 (d)). 

Soit ~]z: Z-->i~(Z) le morphisme donn6 par  hypoth6se  sur v. Alors, 
t----H(i~(t))z(~z) = iJ(t)o~z est duns Rd,,,(Z), donc k imp- k. 

(ii) Soit ZEOb(qL) ,  l: Z - + H ( X )  duns q~L/H(f(). Si t e Z ( Z ) ,  on lui 
associe, fonctor ie l lement  en Z, un 616ment ~L,Z(t)~Z~"(Z) de la mani6re 

R o l m o R  ~ R . 

PROP0SITION. Conservons les notations de (II.4.3).  Z'endofoncteur 
un projectcur strict. Plus pr~cisdment~ 

pour tout l: L --> H(f( ) ,  ( l~m) i '~  l~"; 

pour tout l: Z -+ H(X) ,  il existe un seul H(X)-morphisme ~L: 1 -+ llm; 

~L ddfinit une transformation naturelle lq~/n(~ ) -+ i m k  ; 

pour tout, l, l' E Ob(qAL/H(X)), il existe au plus un morphisme 
1-+(l') ~''. I1 existe si et seulement si R~cRt , :  

Soit k = l it": Z I ' - > H ( X ) .  Montrons  que k ~ ' =  k. I1 suffit de 

Pour  avoir  
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suivante :  c 'est  la classe de ~z: Z - > 0 ( Z )  duns Z ~ ( Z ) ,  o~t O(Z) est duns le 
d iagramme D(1 i~) ~ t ruvers  le morphisme s t ructura l  i~(lz(t)) : i~(Z)--> X, vu 
que D(1)-~ D(l~"). Lu v6rificution de Funicit6 de ~z est directe. 

(iii) Soient l: Z - > H ( X )  et  l': L ' - ->H(X) deux  objets de qL/H(X) et  
]: L - ->Z '  un  H(X)-morphisme.  I1 s'agit de voir que, pour  tou t  Z E Ob(%b), 
le diugramme 

L(Z) ~ > L'(Z) 

L~m(Z) > L'im(Z) 

est commutat i f .  Mais celu est clair en uti l isant  les fairs suivunts: 

]~m= (Rs),m, 

' t i;(Iz(t)) =O(lz(]z( ))) pour  tou t  teL(Z). 

(iv) d6coule de (ii) et  de ce que tou t  morphisme,  s'il existe, de 1 i'* 
(l') ~m provient  de r inclusion Rzc->R~.. Q.E.D. 

(II.5) Quelques propri6t6s des foncteurs D, R, c o  et i m .  

(II.5.0) Dans ce num6ro, on donnera quelques r6sultuts techniques n6ces- 
suires pour  lu suite. On pourra  les omet t re  en premiere  lecture et  s 'y reporter ,  
si n6cessuire. Les notat ions sont toujours celles de (I.1.4 (iii)) et  de (II.4). 

(II.5.1) Soit u: H-+K un morphisme duns qL. Soit A(u) le diugramme 
duns ~ / K  constitu6 des objets ~ :  H(X~)-+K tels que Im(~a)c Im(u) ,  
X~ 6tunt  duns ~ (*). 

On dira que: 

1) u est un morphisme imagind, si u = limA(u), 

2) un  H(.~)-objet L de ~ est imaging, si le morphisme s t ructural  l 'est,  
6 tant  duns ~ ,  

3) un  objet  L de q~ est auto-imagind, si le morphisme 1L est imagin6. 

(II.5.2) ]:~EMARQUE. Si le foncteur  H:  0 --> 0 ^ est de u  (I.1.3), alors, 
pour  t ou t  l duns ~/H(J[), on a 

(II.5.2.1) lim LJ(1) ~_ 1 ~m . 

(*) En co qui concerne les morphismes des diagrammes que nous constnfisons, 
nous supposons, sauf indication contraire, qu'ils sont tousles morphismes compatibles. 
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En outre, sous la m6me hypoth~se sur H, la, Proposition (11.4.5) peut 
s'exprimer en disa,nt que, pour tout  1 da,ns ~L/H(X), l "  est un H(X)-objet 
imagin6. 

(11.3.5) Pour tout  'll-morphisme /: 1~-+X, on a, un /oneteur de (~ change- 
ment de base ~): 

(11.5.3.1) 

d6fini par 

"~L IH(/) : r /H(X ) --> "~L IH( ?) 

qL/H(])(l) = L x  m,i:)H(/~ ) ---> H ( ? ) ,  

off l: L - + H ( X ) ;  ~s sera a,ussi not6 L,(b-->H(~'), ou /~(7)" 

(II.5.4) Supposons que q~ admet les produits fibr6s. Alors, pour tout  
/ e t t o m ~ ( / ~  X), on a, un a,utre /oneteur de (~ ehangement de base ~): 

(11.5.4.1) Diagr(/) : Diagr(~(l/X) --> Diagr(~(l/I~). 

En effet, si D est duns Diugr(q~/X), on a, un diagrammc da,ns Dia,gr(~/]~), 
not6 D x k Y, constitu6 des ~ x s Y: Yx x k ~ - >  Y, Ies Yx: ]~x --> ~ 6tant dans D. 
Le foncteur Diagr(/) est alors d6fini par Dia,gr(/)(D)= D x i ~ ' .  

En outre, si D et D' sont dans Diagr(~/X),  on notera D •  le dia,- 
gra,mme de Dia,gr(~/X) constitu6 des 

les ~ 6ta,nt da,ns D, et les 2~ 6ta,nt da,ns D'. 

(II.5.5) Si D est da,ns Dia,gr(~/] ?) et si / e  Itom~(/~, X), on notera par 
/oD le diagramme de Dia,gr(q~/X) obtenu de D par composition avec le 
foncteur 

(II.5.5.1) / o - - :  " i l l?  ~ ~OIX . 

(11.5.6) Si / e I i o m ~ l ( ~  , X) et si R c H ( X ) ,  nous entendons pa,r D(R,/)  le 
diugra.mme de Dia,gr('~l/X) constitud des ?)a: ~ - > X  darts "(I/X tels qu'il 
existe un dia,gramme commutatif: 

Y 
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. !  
avec y,  duns D(RHd)). On voit  uussit6t (11.5.5) que 

(11.5.6.1) D(R, ]) =/oD(RHd)). 

Si S est  un autre  sous-foncteur de H(X),  nous d6signerons Far D(R, S) 
le d iagramme de D i a g r ( ~ / X )  (( r6union ~ des D(R,/), Four ] < S. Plus pr6 - 
cis6ment, ~ :  Y~-->X est dans D(R,S) s'il existe ] ' ~ t I o m ~ ( ] ~ , X ) ,  ] < S ,  
tel  que ~ est  duns D(R, ]). 

(II.5.7) Plus g6n6rulement, s i~ :  H-->K et 2: L - ~ K  sont deux morphismes 
duns ~b, analoguement  s (II.5.4) et  (II.5.5), on peu t  d~finir un /oncteur de 
changement de base 

(11.5.7.1) -- X KH: Diagr(ClL/K) --> Diagr(~/~/H) 

Far A(p)~-~ zJ(ff)x~H, et un ]oncteur composition 

(H.5.7.2) 20 -- : Diagr(Cl'~/H) --> Diagr( ' /~/K) 

Far A(v) ~> 2oA(v). 
Anuloguement uu diagrumme D x k D '  de (I1.5.4), on peut  construire le 

diagrumme A (~) x Kd (2) duns Diugr(Cl~/K). 
Si ~: H(X)  - + K  est dans q~/K, on noteru A(:~, q~) le diagramme ~oA(~)  

( ~  6rant le morphisme s t ructural  HxKH(X)-*H(X)) .  

(11.5.8) PROPOSITION. Supposons que ~U admette les produits ]ibrds et que 
le ]oncteur H: 0 ~ 0 ^ soit de Yoneda (I.1.3). Soit ] e H o m o ( Y  , X) et soient 
1~, S deux sous-]oncteurs de H(X), alors: 

(a) (D(R)xk]Y)~~  (D(R)~~ ~_ (D(Rx.u~)H(~)) )~~ 

(a') R~mXH(2)H(F ) ~ (RxH(~)H(/2))I~;  

(b) (D(R)X 2D(S))  r ~-- (D(R))r176 ~;:)(D(S)) ~~ ~ (D(R n S))~~ 

(b') RimxH(jQS ~ (R(~ S)/m. 

Si l: Z-->H(X) et l': Z'-->H(.~) sont deux objets de ~ /H(X) ,  alors 

(c) R(lX H(.k)H(iZ)) ~ R z • 1 6 3  

(d) R(l• ~Rz (~Rr ;  

(e) (lim)lt(5~ (lH(5)irra; 
(]) limX H(2)llm~ (/XH(~)/') ira. 
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(II.5.9) RE~AgqVE. On notera que leg affirmations (II.5.8 (e)) et (II.5.8 (])) 
disent que lu flgche canonique 

~im'x H(~)H(~) --> Lim'x H(]/) (H(]Y))  im 

est un isomorphisme, tenu compte de (II.4.5 (iv)), sans que H(I  ~) soit n~- 
cessuirement isomorphe ~ (H(lY)) ~'~ duns ~ / H ( X ) .  

(11.5 .10)  

(1) 

C0~OLLAI~E. Sous les m~mes hypotheses que (II.5.8): 

si i, j sont deux objets imagines dans r il en est de m~me 

de i • ~(sr)j; 

(2) si ~: H-> K et 2: L--> K sont deux q~b-morphismes, alors: 

(2a) si ~ est imagind~ il en est de m~me de ~ou; 

(2b) si ~o~ est imagind et si ~ est un monomorphisme~ alors ~ est imagind; 

(3) si q~: 1--> l' est un morphisme clans r alors q~" est imagin~; 

(4) les objets auto-imaginds avec les morphismes imagines ]orment 
une sous-catdgorie de ~ ,  notre ~t~ ~H~'~'. 

(II.5.11) Ddmonstration de la Proposition (II.5.8). 

(a) Du fait que le foncteur H '  commute aux produits fibres (I.1.6) 
et que les produits fibres sont universelg duns ~ ,  pour y~: I ~ - ~ X  duns 
D(R), o n  u 

lim (H(l~x x s l~)) __--~ li+m (H(Ya) x H(~)H(12)) ~ (li_mm H(]Y~)) XH(s �9 

En outre, il est immgdiat que D(R)•215 Si ~b,: 
W . - > ]  ~ egt dang D(Rx . (2 )H(Y) ) ,  ulors ~b' =]o~b~ egt duns D(R), done 
~ ' . x 2 I  7 est duns D(R)x~cl ~. eels nous permet de eonelure que D(R)• 7 
est eofinal duns D(R• d'ofi (a). 

(a') D6coule triviulement de (a). 

(b) An~loguement ~ lu d~monstr~tion de (a), si ?~x: I~z-->X est duns 
D(R) et si 2~: Z . - + X  est duns D(S), ulors on u 

lim (H(Y~ x 22.)) ~ l i m  (H(Y~)XH&)H(Z.)) 

li_m ( (1~ H(I~)) X H(2)H(Z.)) --~ (lira H(l~g) X H(2)(li_~m H(Z.) ) .  
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En outre~ en raisonnant  comme ci-dessus~ il est facile de voir que 
D(R) • est cofinal dans D(R~ S); 

(b') est trivial s part i r  de (b); 

(c) et  (d) sont tr~s faeiles ~ v4rifier; 

(e) d~coule de (c) et (a'); 

(]) d~coule de (d) et (b'). 

(II.5.12) Ddmonstration du Corollaire (IL5.10). 

(1) D6coule de (IL5.2) et  de (II.5.8 (])). 

(2) I1 est imm~diat que 2o/l(z)----A(2oz). En  outre, 

l im 2oA(u) ~ 2olim A(u). 
-----> 

En effet, si #: M->K=li__>mA(u), si v: hr-->L----lim2oA(u) et si ~,: 
H(~.) --> K est dans A (u)~ alors il existe an  unique morphisme w: hr --> M dans 
r qui commute le diagramme suiv~nt 

H(X~) = 

~,~g K 

N ~ / 5  

Anuloguement,  il existe un unique morphisme co': M->~V duns ~ / K  
qui commute le diagrumme: 

De ce qui pr6cSde, on tire que M~__ h r. 
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Pour d~montrer (2a) et (2b), il suffit de regarder la suite d'isomorphismes : 

l im A(2on) ~ lira toA(n) _~ ~olim A(u). 

(3) I1 est facile de v4rifier que 

l ' i 'o  A ( T i"~) = D(1 i~) . 

Donc, en ra isonnant  comme ci-dessus, on a 

1 i'* --~- lim D(1 i~) ~--- lim l'imo A ((~im) ~_ l,lmolim A (q0 ~m) . 

Du fait  que le morphisme l~m-~ l '~'~ est unique 
que ~o ~" = l im d (~o"). 

(4) 

(H.5.13) 
et m: M 

(i) 

(ii) 

(II.4.5 (iv)), on conclut 

est tr ivial  ~ partir  de (2a). 

PROPOSITm~. Sous les hypotheses de (II.5.8), soient l: L - ->H(~)  
--+H(J;) deux objets imaginds de %~/H(X) et / e  Hom~(]~,  ~:), 

Si / < 1 < m, alors 1R( 5 _~ m m s .  

Si / <  l, alors, pour tout m, on a 

l.(i) ~-- (1X .(~)m).(5 �9 

(i) Du fait  que R, (5  c R z c R m, on conclut par (II.5.8 (b')) et (II.5.9). 

(ii) V6rification analogue ~ celle de (i). 

(IL5.14) P~OPOSITIO~. Sous lea hypotheses de (II.5.8), si R 'c  R c H ( ~ )  
eat une cha~ne d'inclusions dana cO~/H(X), alors 

D(R',R) =D(R) (n.5.6). 

Ii  est facile de s'assurer que D ( R ' , R ) c D ( R ) .  Si 9~: ~zx-->X est clans 
D(R') ,  du fair que R 'c  R, #~ est darts D(R).  Alors, on voit  aussitSt que 
9~= 1#o9~ est dans D(R',  #~). 

(II.5.15) P~oPOSITIO~. Supposons vdri]ides les hypotheses de (II.5.8), et 
supposons en plus que ~ :  % -+ q5 soit quasi-surjecti/ (i.e. pour tout objet X 
de ~ ,  il exiate un  objet X '  de %L, tel que ~b(X') ~__f~). Soit ~r = (x~: X~--+-~)~e ~ 
une /amille de ~-morphismes.  Notons par R ; =  ! ~  Im  H(:~a) ) :-> I t (X)  et 
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par D( i )  le diagramme dans Diagr(~7/X) qui consiste des ~ ,  o~ e A, les mor- 
phismes de transition f~-->X~ grant tousles "U/f(-morphismes de .X~ d Js 
Alors on a 

(i) li >mD(~) ~ I ~ D ( R ~ ) ,  

(ii) (D(k))c~ (R~)''  . 

En effet, si y~: Y~-+)~ est  dans D(R~), eonsid6rons un objet  Y'~ de r 
tel  que ~b(]/'~) ~ ]~a: 

I l , f 
Soit ~/a: ]za-+w(IZ~)~-]~a. Du  fair que ?), est  clans D(R~), il existe un 

morphisme b~, darts i e t  un C-morphisme /3~: Y j -+  X~, tels que 
i 

--> ~ 

commute.  Done I~ -~ ~(Iz[) ~(r  R~. est le ~ /J~-morphisme qui nous assure 
que D( i )  es t  eofinal darts D(R~). 

(II.5.16) PI~OPOSITION. Sous les hypotheses de (II.5.8), soient ~: H - ~ K  et 
: L --~ K deux objets de ~ .  Supposons de plus que K soit auto-imaging et ~ue, 

pour tout ~: H(X) --> K, f~ dans r on air que H~ et . ~  sont imaginds dans 
~ / H ( ) ~ )  ; alors: 

H• 
est imagin& 

En effet, il est bien eonnu que ( H •  doric, si on note  
par ~o le morphisme structural  H•  dans % / K ,  Mors on a: 

�9 i m  

~ x  H ~ ) ~  ~_ % = ( O ( % ) F  ~ 

Par  l 'universalit~ des produits  fibres, on ~: 

lim (D(w~))~~ •  

Le diagramme obtenu des diagrammes (II.5.7) A(o~, 9~)----~0oA(co~) en va- 
r iant  ~0 darts A(i~), nous assure que o~ est imagin~ d~ns r 

(II.6) Topologies de Grothendieck-Yoneda. 

(II.6.0) Dans tout  ce p~ragraphe, nous supposons donn~ un projeeteur  
v: C--~ C, tel  que H(v):  0 ( v ) - +  O^(v) soit de Yoneda.  Les notations sont 
toujours  celles de (I.1.4 (iii)). 
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(II.6.1) Pour tou t  F r O b ( ~ ) ,  soft r lu sous-cut6gorie pleine de 0 ̂ , dont  
les objets sont Ob(q~)~J (F}. Le SR ~9= (0 ^, K o m o ~ ( - - , _ ) ) { ~  ~ ser~ ap- 
pe16 v-Criplein de E. 

Pour tou t  XeOb(~U), on 6criru X uu lieu de (H(X)) ^, et on diru que /~  
est le v-Criplein de X. On note que 2~ est le (( vieux ~) Crible hx (II.2.1.1 (3)) 
pens6 duns O^~ i.e. 21o ~= hjz. 

Si ~: F -+ G est an  C~-morphisme~ ~: _P -+ G seru te morphisme fort  de 
SR, associ6 nuturel lement  ~ q. 

si  ! ~ Eom~(~( ,  x ) ,  on pose ] ~ lu place de (n(/))^. 
Par  Cp(v) seru not6e la catdgorie des v-Cripleins, les morphisme8 6tunt 

d6duits des q~U-morphismes. 
Le foncteur 

(II.6.1.1) (--)^:  cl~ -+Cp(v) 

est par d6finition un isomorphisme. De ce foncteur on d6duit  de fa~on 

6vidente 

(II.6.1.2) (--)~: ct~ /H(X) -+Cp(v)12 

(II.6.1.3) 

(cf. (11.2.2)). 

qui est un isomorphisme de cut6gories, pour tout  X E Ob(~t~). 
A truvers le foncteur (II.6.1.1) routes les notations et  d6finitions qu'on a 

introduites duns q~, sont trunsport6es duns Cp(v). 
Par  exemple, on u un endofoncteur de Cp(v)/X, not6 encore imx; Cp(v) ~m 

est lu sous-cat6gorie pleine de Cp(v), constitu6e des Cripleins imugin6s (II.5.1). 
Pour tout  X e Ob(~t~), on u un diugramme commutut i f  de cat6gories et 

foncteurs 

cb(v,H(X)) (-)~> Cb(v, X) 

%/n(X) Cp(v)/x 

(II.6.2) REMAI~QUE. Les foncteurs (--)z (II.2.2) et (--)~ (II.6.1) nesemblent  
pus justifi6s en ce moment ,  muis ils seront en effet indispensables, quund 
on appliqueru l 'uri thm6tique fonctorielle (duns le sens de [AF]) aux Topo- 
logies de Grothendieck-Yonedu (el. oh. III) .  

(II.6.3) Soft t u n e  v-Topologie ed X ~ Ob(cU). Notons par t~"(X) la clusse 

{(R'm) ̂  -->21Re t(X)} 

des v-Cripleins duns Cp(v)/f; associ6s uux v-Cribles couvrants en X, duns 
lu Topologie t. 
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(II.6.4) T ~ 0 R ~ E .  Soit t u n e  v-Topologie. Les classes t i" (X) ,  X ~ Ob(CU), 
vdri/ient les conditions suivantes: 

(ti'~l) (Stabilitd par changement de base). Si l: ~-->~Y est dans ti'n(X) 
et si f :  ~" --> X est un Cp(v)-morphisme, alors 

est dans ti'~(]~); 

( t i ' 2 )  ( Caract~re local). Soit 1 ~ t i " (X)  et soit (l') ̂  : (L')  ̂  --> X un v-Criplein 
imagind tel que, pour tout f :  ? - - ~ X  dans Cp(v),  X ,  Y~Ob(CU), f < l ,  on air 
(l')~ e ti'~(Y). Alors: 

(t')" e t lm(~).  

(ti"~3) Pour tout XeOb(CU), 2 ~  tim(x). 

( t i " l ) .  Soit L = R  ~'~, alors on suit que L?~_(/~xh~h~) im (II.5.8(a')) 
et (I1.6.1.3). Par (t l) ,  ~Xh;~hi~ est duns t(Y), d'ofi lu conclusion. 

( t i '2) .  Soit L ' =  (/~,)i,,. Comme (L') ̂  x2 ]~=  ((/~'))^ xh~hi~) i"  (I1.5.8)et 
que (R'•  S ~ ,  oh Sff t(Y), on a R'XH(2)H(Y)  ---- S (II.4.4) et  
on peut  conclure par (t2). 

(ti'~3). Comme 2[0 = h2, on conclut par (t3). Q.E.D. 

(II.6.5) Tn~OR~E.  Avec les notations de (II.6.0) et (II.6.1), soit, pour tout 
X ecU, s (X)  une classe de v-Cripleins d a n s C p ( v ) / X  vdrifiant les conditions 
(sl), (s2) et (s3) ddduites de (tirol), (tim2) et (ti'~3) de (II.6.4)en remplafant 
partout les t~"~(X) par s(X).  Alors, il existe une unique v-Topologie t, telle que 
t i " ( X )  -= s(Y;), pour tout X ~Ob(CU). 

En effet, posons t(X)---- {(RL) ̂  ~h~[ / :  Z - + 2  est duns s(2~)}. Voyons 
que les t(2~) d6finissent une v-Topologie. Conservons les notutions usuelles 
(H.14), (H.2.4). 

(tl) .  (R,)^Xh3:h~ ~- (R,•163 (R(I,j))) ^. Or, si 1 est duns s(X), 
on conclut par (sl). 

(t2) et (t3) s'ensuivent par un raisonncmcnt unulogue & purtir de (s2) 
et (s3). L'ussertion d'unicit~ provient des formules (II.4.5). 

(II.6.6) Duns les hypotheses ggn~rales de (II.6.0), on diru que lu donn~e, 
pour tout  _~, d'une clusse s(X) duns Cp(v)/ f ; ,  v@ifiunt (sl), (s2) et (s3) de 
(II.6.5) dgfinit une O"(v)-Topologic s, ou une v-Topologie de Grothendieck- 
Yoneda. Les glgments de s(X) sont uppelgs Cripleins s-couvrants en X.  
Le couple (0 ^, s) seru uppel~ v-SiTlein. 
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(II.6.7) COrOLLAtE. 11 existe une eorrespondanee biunivoque entre les O^(v)  - 
Topologies et les v-Topologies. 

(II.6.8) I~0POSITION. Soit s une O"(v)-Topologie et soient i, (l')" deux Cri- 
pleins imaginds de Cp)v) /X .  

(1) Si l <  (l')", alors 

(li) 1 e s(X) entra~ne (l')" e s(~2) ; 

(lii) i, ( l ' )^e s(J~) implique l •  s(~2). 

(2) L'axiome (s2) ~quivaut d la conjonction des axiomes 

(s2i) (s2) vaut pour (l') ̂  < i; 

(s2ii) i e s ( X )  et ~< (l') ̂  impliquent (l') ̂  f f s (2) .  

Tenu compte  de (II.6.1.3) et  (II.6.7)~ (li) dScoule de (II.2.6 (a)) et de 
(II.4.5 (iv)). (lii) d6coule de (II.2.6 (b)) et  de (II.5.8 (/)); (2) s 'ensuit  de 
(II.2.7) et  de (II.4.5 (iv)). 

(II.7) Morphismes couvrants. 

(II.7.0) En  conserv~nt  les notat ions  et  les hypotheses  g6n6rales de (II.6.0), 
fixons un  v-Siplein (0 ^, s). 

(II.7.1) Soit ~ : /~- ->~:  un  morphisme darts Cp(v).  On dit  que ~ est eou- 
vrant, si 

(i) 1~ est  imagin6 (II.5.1), 

(ii) pour  t ou t  Cp(v)-morphisme q3:2-->/~,  ~ ^ : / ~ •  -->2; est dans 
s(X). 

(II.7.1.1) LEMlU_E. Si ~: ~ -+JK est couvrant, alors 1~ est imagind. 
En  effet, 1~ 6t~nt  ima.gin6 et  les limites inductives 6rant  universelles 

da.ns r on conclut  par  la. condit ion (ii), les 616ments de s (X)  6ta.nt eux- 
m~mes ima.gin6s. 

(II.7.1.2) RE/fIARQUE. Dans Pexemple  des Topologies de Grothendieck-  
Verdier (II . l .1),  ~ par t i r  du  projecteur  d :  ~ - ~ q J ~  (I.1.2 (b)) la condit ion 
(II.7.1 (i)) est automa. t iquement  v6rifi6e ([14], (10.2.1)) et  on re t rouve 
- -  da.ns ce cas - -  l~ d6finition classique de (( morphisme eouvr~nt  ~) ([SGA IV, 
~xp. H, 5.2 (1)]). 
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(II.7.1.3) Avec les notat ions  de (II.7.1), ~ est dit  bicouvrant s'il est couvr~nt  
et  si, en plus, 

(iii) le morphisme canonique ~: (Kcr(z~, z~))^ ~->/~• assoeid aux 
projections ~ ,  ~ : / ~ •  est couvr~nt .  

(II.7.2) PROPOSITIOn. Avec les notations et hypotheses de (II.7.0), on a: 

(i) tout l e s ( X )  est un morphisme bicouvrant, 

(ii) tout monomorphisme ~: I~--->-J~, qui est eouvrant, est bicouvrant, 

(iii) tout morphisme de ~L couvrant et imaging est bicouvrant, 

(iv) si ~ o ~ : / ~ - + K - + / ~  est couvrant, il eu est de m$me de ~. 

(i) est  lu consdquence de (sl) ,  (II.5.5 (b')) et  (II.6.7). (ii) est trivial.  
(iii) s 'ensui t  de (II.5.16), compte  t enu  de (II.7.1.1). (iv) ddcoule de (II.6.8 (li)) 
et de (II.7.1 (ii)). 

(II.8) Faisceaux. 

(II.8.0) Conservons les nota t ions  et  les hypotheses  de (II.7.0). 

(II.8.1) Un v-Criplein _# est un  s-Faisceau (resp. un  s-Prd/aisceau sdpard) 
si, pour  t ou t  i: ~ - + X ~ s ( ~ ) ,  l 'applicat ion canonique (II.6.1) 

[i, P]: P] -+ [L, 

est bi jective (resp. injectivc). 

(II.8.2) TI~OR~I~IE. Soit ( 0 " ,  s) un v-Siplein et t~ un v-Criplein. Les 
dnoncds suivants sont dquivalents: 

(i) ~ est un s-Eaisceau (resp. un s-Prd]aisceau sdpard); 

(ii) pour tout morphisme P~: I ~ - > K  bicouvrant (resp. couvrant), l'appli- 
cation ddduite [~, _~]: [K, ~] -+ [1~, t~] est bijective (resp. injective). 

(ii) impl ique t r iv ia lement  (i), compte  t enu  de (II.7.2 (i)). 
D ' au t r e  part ,  pour  t ou t  H(~7~)-+K~A(1K), le d iagramme cartdsien 
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donne le diagramme commut~tif 

[/~, P] ~ '~  [K, P] 

[/~, P] ~'~) [2~, P] 

et comme ~ a =  ~ par universalit6 des limites inductives, on d6duit 
A ~ [~, F] ce qui entraine (ii) en vertu des hypotheses. (IL6a) ~ [.~, P] A 

(II.8.3) PI~OPOSITION. Darts la situation de (II.8.0)~ soit _P un v-Criplein. 
Posons, pour tout X ~ O b ( ~ ) ,  

s~(~:) = {h s  tq. pour t o u t / :  Y-->~ dans ~1~, 
[i?: lO]: [/?, P]--> [/~7, ~]  est bijective (resp. injective)} . 

Alors, les classes s~(X) ]orment une O"(v)-Topologie, horde s~; c'est la plus 
]ine 0"  (v)-Topologie teUe que P soit un Faiseeau (resp. un Pr~]aisceau sdpard). 

En effet, (sl) et (s3) sont triviaux. D6montrons (s2i) et (s2ii). Pour 
cela~ soit ~: l ' - ~ i  un  morphisme de Cripleins imagin6s fibr6s sur ~ .  Con- 
sid6rons les deux implications suivantes: 

(a) i~ s~(X) et (i')? ~ s~(/~), pour tout  ] E Hom~(:Y, X) tel que [ <  l, 
impliquent ~'e s~(2~). 

(b) i 'e s~(X) implique Z e s~(~:). 
Pour les d6montrer, consid6rons le diagramme commut~tif 

^ ^  
[s p] Eo,~1 [s p] 

IX, F]  

On conclut si l 'on d6montre que [S, F] est bijeetif (resp. injectif). Soit 
2~: Za-->X duns D(R~). Observons le diagramme commututif:  

L' s , s  

De (II.5.16), on d6duit que 3---- l im 3~. Alors, sous nos hypothgses, les 
morphismes [~ ,  ~] sont bijectifs (resp. injectifs) et il e n e s t  de m~me donc 
pour [~, _#]. Q.E.D. 

(II.8.4) COI~OLLAIRE. Soit ~'----(F~)~eA une /amille de Cripleins. Alors il 
existe une O"-Topologie s~ canonique assoeide d F; c'est la plus Jine, pour 
laquelle tout 1~ ~ est un Faisceau (resp. un Prd]aiseeau s@ard). 
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(II.8.5) COROLLAIRE. Pour tout X6Ob(CljOb), soit s(X) une classe de Cri- 
pleins de Cp(v) vdri/iant l'axiome (sl). Alors, un Criplein t9 est un Eaisceau 
(resp. un Prdfaisceau sdpard) pour la O"(v)-Topologie engendrd par les classes 
s(2)  si et seulement si, pour tout i: L- ->2 dans s(2) ,  

[~, _P]: ]2, P] -+ [/~, ~] 

est bijecti] (resp. injeeti]). 

(II.8.6) On appelle O"(v)-Topologie canonique 1~ O"(v)-Topologie, ~isunt  
de chaque 2~ un faisceau d~ns le sens de (II.8.4). l~otons lu can(v), ou sim- 
plement can. 

(II.8.7) P~0P0SITION. En conservant les notations prdcddentes, supposons 
que dans ~ c 0(v), les limites induetives et les produits /ibrds existent. Alors, 
un ~-Criplein imagind i: L - ->2  est eouvrant pour la Topologie canonique 
{II.8.6) si et seulement si, pour tout / e H o m ~ ( : Y ,  X), 

l i~ m (D(Rl) X k Y) ~-- Y . 
darts ~ f  

Si l e c a n ( 2 ) ,  alors [iT, ZJ: [Y,  2]--> [J~?, 2] est bijectif, 
Z e Ob(~U). Par suite, 

pour tout  

t tom, b (li_>m D(Rz) x ~ 1~, Z) ~_ lim~__ Hom,fl(D(R~) • ~ ~', Z) _~ 

[Lf, H(Z)] --~- [H(Y), H(Z)] ~ t t om~(~ ,  Z) 

et le lemme de Yoned~ dit que 

lim (D(R~) • ~ Y) ~--- i z 

pour tout  /: Y->X.  
L~ r6ciproque est ~ussit6t rue  en f~isant le m6me raisonnement dans 

l~ direction oppos6e, compte tenu de (II.8.3). 

(II.8.8) COX0LL~mE. Dans la situation de (II.8.7), si de plus les limites 
inductives sont universelles dans r alors i e c a n ( 2 )  si et seulement si 

D(Rz) = X. 
d&ns~ 

(II.9) Pr~topologies. 

(II.9.0) Quint  ~ l~ d~finition et ]es notations cl~ssiques de pr~topologie, 
nous renvoyons ~ [SGA IV, Exp. II,  1.3]. 
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(II.9.1) S o i t / :  ~-->~D un foncteur entre deux cat6gories ~ et ~) admet- 
rant les produits fibr@s. 

(i) Pour route pr@topologie Q sur if), on a une ~-pr6topologie, not6e 
]*(Q), qui est par d@finition la plus petite pr4topologie qui contient toutes 
les f~milles (u~: X~- - -~X)~  telles que (](u~))~.~eCov~(/(X)).  

(ii) Pour route ~-pr6topologie P, soit ].(P) la plus petite ~D-pr@topo- 
logie contenant les fumilles ([(U=))~eA , (U~)~.~ e Cove(X) , X e Ob(~). 

(II.9.2) ~:~EMAR, QUES. 

(a) Si ] permute aux produits fibres, alors /*(Q) est constitu4 des 
familles (u=)~ telles que ( /(u~))~ e Cov0(/(X) ). 

(b) Pour route ff)-pr6topologie Q, on a 

i*/*(Q) = Q .  

(c) Soit P une ~-pr6topologie, alors la ~-pr6topologie ] * / . ( P ) e s t  
appel6e la ~-prdtopologie ]-saturde de P. 

(II.9.3) Avec les notations et hypotheses de (II.8.0), supposons donn6e une 
~-pr6topologie P. Pour route famille & ---- (&~)~, &~: X~-~ X, ~ e Cov e (X), 
on consid~re le X-Criplein (R~)^-- - - ( ( (~Im(H(2~))) )^r  (II.5.15). 

Soit alors Cove(X ) = {(R~) ̂  I& e Cov()~)}. On dira que les Cove(X ) ainsi 
d~finis forment une 0 ^ (v)-Prdtopologie, notre [5, associ~e d la ~-prdtopologic P. 

(II.9.4) PROP0SITIO~. Soit ~ une O^(v)-Prdtopologie, ddduite d'une ~ -  
pr6topologie P (II.9.3). 

(a) Pour tout X e ~ ,  soit se (X  ) la classe des ~:-Cripleins 1 tels que 
i> (R~)" pour quelque (R~) ̂  ~ Cove(X ). Alors, les sp(X) ]orment une O"(v)-  
Topologie; c'est la plus  petite contenant les Cove()~ ). 

(b) Si d~ est quasi-surjecti/ (II.5.15), alors un Criplein 12 est un Fai- 
sceau (resp. un Prd]aiseeau sdpar6) pour la O^(v)-Topologie s e si et seule- 
ment si, pour tout (&~)~e~ e Cove(X), le diagramme 

est exact (resp. fp est injecti]). 

(a) (sel) est la consequence directe de (PT 1) [SGA IV, Exp. II, 1.3]. 
(Se2): soit i '<  i et supposons que (R~) ̂  < l ,  &---- (~:  X ~ - - > ~ ) ~ .  Si 
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(LH(~)) -->X~ est dans sp(R~), on a i x >  (Rk) ̂ , off :~ ---- (~ ,~)~  eCovp(X~). 
Alors, R~,.(~)~ U Im(H(?t~3)) et done R~,~[J Im(H(&~oL,~.)) et, finale- 

fl~Ba a~A 
fl~,eB~ 

ment, l': ~ ' -+2~esp(X)  par (PT2) (loc. cit). (se2 ii) et (sp3) sont triviaux. 

(b) Soit (R;,) ̂  dans se(2~), pour k ---- (&~: X ~ - - + X ) ~ .  Consid4rons le 
diagramme: 

~ - -  c~A ~ ce,fleA 

Vu (II.5.15) et compte tenu de (II.8.5), on trouve que r est bijectif (resp. 
injectif) si et seulement si [~, IP] est isomorphe ~ Ker(v2, Z) (resp. [2~, IP] -+ 
H [x~, P]  est injectif.) Q.E.D. 
aEA 

(II.9.5) LEMME. Conservons toujours les notations g~ndrales de (II.8.0). 
Si w est pleinement ]id~le, si iv E Ob(r et si X e Ob('lL), on a un isomorphisme 
]onctoriel en X et en iv: 

~(x) -~ [~om~(- ,  x), iv] _~ [H(0(X)), iv]. 

En effet~ on a toujours une application canonique fonctorielle en X et iv: 

~: [n(~(x)), iv] -+ iv(x). 

D'autre purr, si ~0: Horn%(--, X) -+ iv  est une transformation naturelle, 
on a une application v, d~finie par 

z(~o): H(~(X))  -->Hom~(O(--), 0(X)) _~ Hom%(-- ,  X) ~-~ iv 

qu'on v~rifie ~tre l'inverse de a. 

(II.9.6) Avec les notutions de (I.1.4 (iii)), soit ctLc O(v) et soit P une 
'lL-pr~topologie. On dira qu 'un v-Criplein ~ est un ivaisceau (resp. un 
Prd/aisceau sdparg) pour P, si F l'est pour la 0 ^ (v)-Topologie d4finie ~ partir 
de w.(P)  ((II.9.3) et (II.9.4a)). 

(II.9.7) PROPOSITION. Dans la situation de (II.9.6), soit F un v-Criplein 
et Q une r Supposons que dJ soit pleinement ]id~le, quasi-surjectif 
et qu'il commute aux produits fibrds. 

Alors, tP est un ivaiseeau (resp. Prd]aisceau s~pard) pour la r 
~*(O) si et seulement si, pour route ]amille (u~)~ A ~ Cov;.(o)(X), le diagramme 

F(x) - + I I  F(x~) -~ I I  F(x~• ~x~) 
o~eA ~,3eA 

est exact. 
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En effet, on a toujours le diagramme eommutatif eanonique 

83 

F(x) > I I  F(x:)  

1 =l 
[ (+(x) /^ ,  _ _ _ .  [ ( (xoll ^ , P] ^, 

x,fleA 

Mais, par (II.9.5), les fl6ehes verticales sont des isomorphismes. 
D'autre part, @. w*(Q) = O (II.9.2 (b)); l'affirmation d6eoule alors de 
(II.9.4 (b)) et de (II.9.2 (a)). 

(II.9.8) EXEMPLES. 

(i) Soit T un espace topologique et % = Our(T) la cat6gorie des 
ouverts de T. Soit fi: ~L->% le projeeteur de (I.1.2 (b)). - - >  ---> 

Pour tout X ~ Ob(%), posons Coy(X) = { (X~cX~) [  U X~ = X}. Ces 
classes donnent une r e'est iei l~exemple qui donne la th6orie 
classique des faiseeaux et des espaees topologiques. 

(ii) Soit ~ la cat6gorie: 

Cat~ des X-sch6mas s6par6s, 6tales et de pr6sentation finie; 

ou 

Cat~ des X-sch6mas s6par6s et 6tales; 

O U  

Cat~ des X-sch6mas 6tales 
(reap. Catfx des X-seh6mas s6par6s, 6tales et de pr6sentation finie). 

Soit fl: qL->qL le projecteur de (I.1.2 (b)). On obtient des ~-pr6topo- 
logics bien connues en prenant, pour tout X e Ob(qL), Cov()~) eonstitu6 
par routes les familles de ~-morphismes (X~ ~X)~eA qui sont finies et 
surjeetives (i.e. U 2~(X~) = X) (resp. surjeetives) [1]. 

~EA 

(iii) Reprenons l'exemple (II.3.2) des k-seh6mas. ~ est alors la cat6- 
gorie des k-sch6mas affines. 

Soit P(]) une propri6t6 de morphismes duns ~ ,  stables par ehangement 
de bass affine et telle que P(lk) , pour tout X ~  Ob(~) .  Alors on a la pr6to- 
pologie suivante d~termin6e par 

Covp(2) = {(2~: X~->X)~]P(2~) et U Im(2~) = X} . 
~EA 
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(II.10) /m-Topologies. 

(II.10.0) Conservons les notations de (I.1A (iii)) et de (II.4.3). Dans cette 
situution, 6tant donn6 un v-Siplein (0 ̂ , s), soit imp:  Cp(v)/f~--)-Cp(v)/X 
le projecteur strict d6fini dans (11.4.3) (cf. aussi (II.4.5) et (II.6.1)). Igotons 
pour simplifier O(im2) par Oi ,  ~L(im~) par Ox, ~U(im~) par Ox: 

Si 

\ \ /z 

Z' 

g 
est un triangle commutatif dans 0:~, nous poserons 

L ~ ~ 2  (p). . (r)" ) (2)" 

"~.~ o / ;  au lieu de ~ 7 a)"~ / (7,). 
L' (L')- 

Aussi bien, nous noterons ~ ~ la place de (0x)'.  Comme d'habitude, h~ est 
le symbole pour le /mMCrible local plein en ~ e ~ :  

(II.10.1) Avec les notations de (II.10.0), soient i: ~-->2~ et )~: K-->)~ 
deux objets de 0 x et m: 2]~-+XeOb(0x).  D6finissons un sous-Crible Z ,  
de h~ par 

i,/~(~) ---- [ tt~ i) si R~ c R t ~ R k , 

t 0 aut rement .  

Pour tout ~:1~-->~, on pose 

(II.10.1.1) dxs(1) = {Rch?lR est un sous-Crible local en 1 tel qu'il existe 
un ~ 6 s ( X )  de fapon telle que R ~ i , $ }  . 

(11.10.2) T~f~om~E. Conservons les notations de (II.10.0) et (II.10.1). Pour 
tout v-Siplein (0" ,  s) et pour tout X eOb('U), les classes dxs(1), ~eOb((~),  
forment une im~-Topologie. 

En effet, si ~: l ' -+ l  est un bs pour tout i , ~ a d x s ( l ) ,  on a 

(11.10.2.1) (~* ~) X h~~176 ---- (Z,)~)~--~-~'_ *~ 

ce qui suffit pour d6montrer (dxsl). Pour (dxs2), soit i ,  $ c R c h}, et soit 
R' c h i tels que, pour tout ~: l' ---> l, ~ < R, R', 6 dxs(~ Prenons l' = ~x ~/~ 
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et r = r~: lx  ~k --> ~ la premiere projection. Vu que ~ < R, on salt qu'il 
existe un fes ( :~)  tel que R ' c ( i x ~ $ ) . f .  Alors, on voit que 

i , (~}x~] )cR ' .  
En effet, 

~o [(ix ~ )  , f ( ~ ,  ~ x ~ k)] = i ,  (~x ~f)(~, ~); 

en outre, ~X~fes(2~) (II.6.8 (lii)). Alors, le diagramme commutatif 

R' ~---> h~ 

f 
t o o Ro ~ hz x % 

termine la dBmonstration de (dxs2). Pour (dxs3), il suffit de vBrifier que 

i , l~ - -~h~ .  

(II.10.3) Le couple (0~ dxS) sera appel~ le v-Site tangent au point X du 
Siplein (O", s). 

(II.10.4) ][~EM.&I~QUE. (II.9.2) permet de passer d'un Siplein quelconque 
donnB g la classe des Sites tangents aux points de ~ c 0. Dans un travail 
ult6rieur, on montrera comment passer d'un Site g un autre de maniSre 
pouvoir dBfinir la catBgorie des Sites. Dans ce contexte, on verra que, g tout 
morphisme /: Y-->X, on peut associer un morphisme de Sites 

d/: (O~, dxs)  ~ ( 0 ~ ,  a r s ) .  

CItAPITRE I I I  

ESQUISSE D'UNE ARITHM]~TIQUE DES TOPOLOGIES 

(III.O) Introduction au chapitre. 

Conservons les notations de (II.2) et (II.6). Le fait que les v-topologies 
et les O^(v)-Topologies soient d~finies g l'aide de certains systbmes rela- 
tionnels, les v-Cribles et les v-Cripleins, sugg~re de mani~re naturelle une 
dtude arithmdtique, dans le sens de [AF], de ees Topologies. 

~Tous nous bornons ici, pour la simplicit4, g une esquisse d'une th4orie 
qui sera reprise dans un travail ult~rieur. 
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(III.1) Th6orie additive. 

(III.1.0) Dans ee num6ro, on se donne un projectcur v: C--> r tel que la 
cat6gorie ~ dans 0(v) (notations de (I.1.4 (iii))) admet te  un objet initial i. 
C'est le cas, notamment ,  dans la situation (II.10) des Topologies tangentes.  

(III . l .1)  Soient 1% c h2, ~ c h~ deux v-Cribles locaux en X, IF. Rappelons 
que t% et ~ sont des 0~(v)-SR e t a  fortiori des 0(v)-SR, contenant  le O(v)-SR 
%~ = (%, 0). 

Si le coproduit  X ll~ IF de X et IF existe dans q~ on peut  former la somme 
/%+r [AF, (3.2)]. Avec les notations de (loc. cir., (3.1)(*)) /%~%o~ 
est un (0(v)) ~ -  SR. Or, le foncteur canonique d'oubli (O(v))~--> O(v) permet  
de d6duire de R-} ' t t~  un v-Crible local cn X H IF (~_ X Hi IF) que nous 
noterons /% ~-S  par la suite. 

(11.1.1.1) EXEMPLE. Nous nous bornons, iei, ~ un exemple pour illustrer 
la th6orie additive des v-Cribles, l%eprenons la si tuation de l 'exemple (II.2.3) 
des structures relationnelles de type  T. Alors, on volt  aussit6t qu'ici, la 
somme g6n6rale de v-Cribles loeaux se partieularise ~ la somme directe habi- 
tueHe [11] de structures relationnelles. 

(III.1.2) Ceci dit, soient s e t t  deux v-Topologies. Pour  tout  Z e Ob(~) ,  
consid6rons la classe suivante de v-Cribles locaux en Z:  

r ( Z ) =  {/%~->h~[ il existe X, I F e O b ( ~ )  et S e s ( X ) e t  ~ e  t(iF) tels que 

La v-Topologie engendr6e par  les classes r (Z )  sera appel6e somme de s 

et et de t et sera not6e s §  t. 

(III.1.3) P]aOPOSITION. D a n s  les hypotheses de (III.1.0) et avec les notations 

de (III.1.2), soient r ,  s, t ,  u des v-Topologies.  A lors :  

(i) s + t = t + s ;  

(ii) r + ( s ~ -  t ) = ( r §  t ;  

(iii) si  r >  t,  s >  u, alors r + s >  t A- u;  

(*) Si dans la categoric qL, les eoproduits n'existent pas, en g6n~ral, on formcra 
encore une cat@orie ~IL ~ (notation de [AF, (3.1)]) en ajoutant /~ qL les eoproduits 
qui existent, et le reste de la construction sera 6gal ~ cc qu'on a fair dans (lot. cir.). 
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(iv) s + t = sup(s + ch, t 4- ch )>  sup(s, t); 

(v)  s A- d i s  = d i s ;  

(vi) pour tout n > l ,  en notant n s = s  +. . .  § s (n lois) on a: 
(n + 1)s = n s  + c h  = s -~ n c h .  

(i) d6coule imm6dia tement  de [AF, (3.3)] et  des axiomes des v-Topologies. 
(ii) s 'ensuit  de ee que, pour  tous v-Cribles /~, S, T loeaux en X, :F, Z, 
off l 'on suppose cxister  X I I Y ,  Y-HZ,  X L I Y H Z ,  on a / ~ + ( 8 + ~ ) =  
( /~§ 8 ) 4 - T  [AF, (3.4)]. (iii) est imm6diat .  (v) d6coule de (iv). (vi): L a p r e -  
mi t re  6galit6 est  un  eas particttlier de (iv) ; la seconde suit de (iv) par  r6cur- 
rence sur n > l .  Reste  ~ d6montrer  (iv): s +  t > s u p ( s ,  t) est la cons6- 
quence de l 'existenee de l 'objet  init ial  i E "U, vu  la d6finition de somme 
(III.1.2). En  outre ,  s 4- t >  sup(s 4 - c h ,  t + ch) s 'ensuit  de (iii) et de (i). 
D 'au t re  par t ,  soit /~ ~-~ h~ darts r(Z) (III.1.2), i.e. 1~ = ~ § ~ pour  ~ e s(X) 
et ~ r  t(]?) et pour  une d6composition Z = X I I Y .  Alors, ~ A - ~ P =  
= ( S + h ~ ) t 3 ( h k - 4 - T ) ,  off S 4 - h ~ e s + c h ( Z )  et h~:+ ~ e c h - F  t(Z). Mais 

les r(Z) engendren t  s ~- t par  d6finition, done on a s A- t <  sup(s 4- ch, 
ch A- t) = sup(s 4- ch, t 4- ch). Q.E.D. 

(III.1.4) De ce qui pr6e~de, on a par  cons6quent sur v-Top (ef. In t roduct ion)  
une s t ructure  de semigroupe ab6lien iv-Top, ~-), ordonn~ par  > ,  dont  d i s  

joue le rble de l'616ment ~ infini ,>, en absorbant  routes les autres  v-Topolo- 
gies (III.1.3 (v)). L 'exis tence de cet 616ment nc permet  done aucun homo- 
morphisme non tr ivial  de semigroupes (v-Top, +)--> G, off G est un groupe. 

Par  (III .1.3 (iv)), la v-Topologie ehaotique ch  joue 6galement un r61e 
impor tan t  dans (v-Top, + ) :  en offer, on connait  ce semigroupe, si on con- 
hal t  les sommes s ~-ch. Des autres  propri6t6s ~ 6tranges ~> de ch seront 
donn6es par  1~ suite. 

(III.1.5) A l 'aide des sommes finies, on peut  d6finir des (( sommes in]inies ~. 
c~ q~ 

Pour  toute  suite (s~)~=:.~,~ .... de v-Topologies, soit ~ s~ = sup ~ s~. En  par- 
i = 1  * = 1  

tieulier, si tou t  s~ = s, on pose s = co s. On a ~lors les sorites suiv~nts 

(III.1.6) PRoPosITiOn. Dans les hypotheses g~n~rales de (III.1.0) et (III.1.2), 
soient (s~)~=~,o,a,..., (t~)~=~,2, ~ .... deux suites de v-Topologies, alors 

(i) pour tout ~ > 1 ,  s~ + ~, s~= ~ s~, 
i = 1  i = m + l  i = l  

(ii) ~ sr 4- t~ = ~ (s~ -}- t~). 
i = 1  k = l  i - - 1  . 

Cette proposi t ion cst un corollaire du lemme stfiv~nt. 
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( I I I .1 .7 )  LE~d:E. (i) Soit (s,)~=l,~, 3 .... une suite dans v - T o p  telle que s ,+ l~  s , ,  

pour  tout i ~  l ,  et soit r dans v -Top ,  alors 

s u p ( r  + s~) ---- r + sup(s~) . 

(ii) S i  (tk)k=l,2, 8 .... est une  autre suite clans v -Top ,  satis]aisant ~ la m~me 

condition que (si)~=1,2,3,..., alors 

sup(s , )  + sup(t~) = sup(s~ + t~) . 
i k i 

(i): I1 es t  clair  que r + sup(s~)N s u p ( r  + s~) e t  l ' a u t r e  m ~ j o r a t i o n  de-  
oo 

scend de ee que ( sup(s , ) (~) )  ---- (_J s , (~) ,  p o u r  t o u t  Z e O n ( ~ ) .  (ii) es t  im-  
i = l  

m ~ d i a t  s p a r t i r  de (i). 

( I I I .1 .8 )  ]~Totons p a r  11~ la v -Topo log ie  engendr~e  p a r  les famil ies  s u i v a n t e s  
de v -Cr ib les  loeaux  en  Z :  

{/~ c h~ 1 il ex i s te  X~,  ... ,  X~ e Ob(CiY) tels  que /~ = hk~ § hk, + ... + hk ,  } . 

( I I I .1 .9 )  PROPOSITION. Avee  les hypothbses et notations de ( I I I .1 .8) ,  ( I I I .1 .0 ) ,  

( I I I .1 .2 ) ,  soit l <_n<_ c% l <_m_<_ ~ (*), et soient s, t dans v -Top ,  alors 

(i) c~ c h  : H co ; 

(ii) n( c~ ch)  -~ c~ ch ;  

(iii) (n -~ 1) t -~ t ~- n c h ;  en particulier c~ t = t -~ H ~ ;  

( iv )  n s  -}- m t  : m s  -~  n t  = n m s  q -  t : s -1- n m t  = n m ( s  q-  t ) .  

S u p p o s o n s  (i) d~montr~ .  P o u r  (iii), il r e s te  ~t v~rif ier  le cas n : c~ 
( I I I . 1 . 3  (vi)) ;  alors ( I I I . 1 . 3  (ii), (iv), (vi)) e t  ( I I I . 1 . 7  (i)) d o n n e n t  les m a j o -  
r a t i ons  s u i v a n t e s  p o u r  t o u t  1 < p < c~: 

s u p ( p t  ~- ch ,  c~ch)  ---- s u p ( t  -~ p c h ,  c~ch)  : 

= s u p ( t  -I- ( p - -  1 ) c h  q- ch ,  ~ c h  ~- ch)  -~ t -I- c<~ch<( ~ t 

(*) Comme d'habitude, on pose o o ~  n = n ~- c~m c~ et c~.n ~ n. co = co, pour 
tout  l g n < _  r 
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d'oh (iii), c a r s u p ( s u p ( p t 4 - c h ,  o o c h ) ) = c o t .  (ii) est clair ~ part ir  de (iii). 

Pour (iv), il suffit de voir que m s  q- n t  = wins 4- t (eompte t enu  de {iii)). 
Supposons d 'abord m <  co. Alors, m s  4- n t  = runs 4- t se d6montre par 

r6currence sur m. 
Si m =  co, on a 

c~ s + n t  = s u p  (ms + n t )  = s u p ( m n s  -t- t) = c o s +  t ,  

d'ofi (iv). 
Reste s d6montrer s (i). Or, il r6sulte des d6finitions que 

n c h <  H~ pour tou t  n <  co, d'ofi o o c h < H ~ .  D'autre  part ,  pour tout  
/? e H~(X), X �9 Ob(~iJr), il existe un  n tel  que /~  �9 n c h ( X ) ,  par construction 
de H~; d'o~ c o c h >  l l ~  ee qui termine la d6monstration. 

(III. l .10) EXE~LE.  Soit T un espace topologique, Our(T) la cat6gorie 
des ouvcrts de T e t t  la ti-Topologie canonique (II.9.8 (ii)) sur O(u) ---- Our(T). 

I1 est alors facile de voir que n t = t, pour tout  l_<n_< co. I1 r6sulte 
doric de (III.1.9) quc Ie semigroupe (t) (resp. (t) -~ (eh)) engendr6 par  t 
(resp. somme des semigroupes engendr6s par t et oh) sont 6gaux~ d'ofi la 
chMne 

(ch) �9 (t) c (v-Top, 4-) �9 

Dans cette situation, on a toujours t >  coch,  en outre 

( I I I . l . l l )  PROPOSITI0~. On a t = oo c h  si et seulement si T est noeth~rien. 

Consid6rons la ti-Topologie l] ~ d6duite de la (Ouv(T))'-pr6topologie Pu 
donn6e par 

i = l  

I1 est facile de voir que 

= X ,  0 < n < cr (II.9.4 (a)) et (II.6.7). 

II ~ =  H~ (III.1.8), et donc (III.1.9 (i)) 
i I ~ =  oo vh. Ceci 6tant,  soit T noeth6rien. D'apr@s ce qu'on vient de voir, 
il suffit de montrer  que t ~ l I  ~. Or, pour tout  ~ O b ( O u v ( T ) ' ) ,  pour 
tout  recouvrement  (X~)~ a de X, si (X~,),=I...., . eat une sous-famille finie de 
(X~)~ a qui recouvre X, alors (X~,)i=l,...~ �9 CovpH(X) et  le sous-foneteur de 
Horn(--, X) qu 'on lui associe est contenu dana eelui associ6 ~ (X~), d'ofi 
t < H %  

R6eiproquement,  supposons t = o o c h = H  ~. On sait qu'il  suffit de 
montrer  que chaque ouvert  X de (Our(T))" eat quasi-compact. Pour cela, 
soit (X~) un recouvrement  de _~. Par  d6finition de II ~ (II.9.4 (a)), on trouve 
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un recouvrement  fini (X~)~=I,...,,~ de X (616ment de Coven(X)) tel  que le sous- 
foncteur  de Hom(- - ,  X) qu 'on lui associe soit contenu  dans celui associ6 

(X~). Muis alors, en ~valuant  les foneteurs aux arguments  X~, on t rouve  
bien une sous-famille (X~,)~=~,...,. de ( X )  reeouvran t  X,  d'ofl la proposition. 

( III . l .12)  PROBL~ES OUVERTS. I1 est clair que ch  = s + t implique 
s----t= ch (III.1.3), done une  telle d~eomposition est impossible dans 
t o u s l e s  cas ~ r~isonnables ~). 

Disons que s est irr~ductible si s----s~+ s, est  impossible. Or, soit 
k 

t - - - -~  t i une  d6composition en 616ments irr6ductibles t, .  Si t l <  tj, on 
i = l  k 

peut  remplacer  cet te  somme par  c h + ~  t, (III .1.3 (iv)), en supposant  
i = 2  

ch irr6duetible. Supposons doric t~ -  - - t , =  ch et  les autres t, deux 
deux incomparables.  Sous quelles (~ bonnes )) conditions, une telle d6com- 

position 
k 

t = ~ .h  + ~ t~ 
i = / + 1  

est-elle unique (~ permutat ions  pros)? 

(III.2) Th6orie multiplieative. 

(III.2.0) Duns ce num6ro, on fixe un projeeteur  v:  C--~ C, et  on suppose 
que C cont ienne un 616ment final e qui est laiss6 fixe par  v, en d 'autres  mots,  
avec les notat ions usuelles, on suppose que ~ E O b ( ~ ) c  Ob(0(v))  est final 
duns O(v) (ou dans ~ ,  ce qui revient  au mSme). Notons qu 'une telle situa- 
t ion in te rv ien t  de fapon naturel le  dans la consid6ration des Topologies 
tangentes  dxs d 'une Topologie quelconque s (II.10.3). 

(III.2.1) Soient [~ch~, SchF deux v-Cribles locaux en X, ~z; ee sont des 
0(v)-SR qui cont iennent  le sous-0(v)-SR ~lL0 (III . l .1) .  

Si le produi t  X•  existe,  on pent  former le produi t  /~.%~ d~fini 
dans [AF, (4.1) ]. Avec les notat ions  de (loe. cit.) (*)/~. qL0~ est un (0 (v)) n_SR. 
Le foncteur  canonique d'oubli  (O(v))n-~ O(v) permet  de d~duire de ~ . % 0 ~  
un v-Crible local en X •  ( ~ - X •  que nous noterons / ) . S  par  18 
suite. 

(*) Si dans la cat6gorie elL, les produits n'existent pas en gdn6ral, on formera 
encore une cat4gorie q_bT ([AF, (4.1)]) en ajoutant h ~ les produits qui existent, le 
reste de la construction sera ~gal i~ ce qu'on a fait dans (loc. cit.). 
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(III.2.1.1) EXEMPLE. Reprenons la situation de (II.2.3) et  de (III . l . l .1) .  
Alors le produit  direct de structures relationnelles de type  T [11] n 'est  
autre que le produi t  des v(Q)-Cribles locaux, en tenant  compte  de l'identi- 
fication (II.2.3). 

(III.2.2) Supposons donn~es deux v-Topologies s, t. Pour  tou t  • e Ob(r 
on eonsid~re la class�9 suivante de v-Cribles locaux en .~: 

r(Z) = {~ c h~[ il existe X, I / � 9  Ob(Cl:Y) et ~ �9 s(Ji) et T �9 t ( ]  y) tels 

L'existence d 'un  objet  final e dans @ implique d 'abord que r(Z) contient  
s(Z) et  t(Z). :Nous noterons s.  t la v-Topologie engendr~e par  les classes 
r(~),  et  nous l 'appellerons produit  de s e t  de t. 

(III.2.3) LEMME. Avec les notations pr~c~dentes, on a 

s.  t = sup(s, t ) .  

En eft�9 d'aprbs (III.2.2), s .  t �9  plus fin que sup(s, t). Pour  l 'autre 
inclusion, soit Z = X x ]Yet  notons ~5: Z -+X,  ~: Z -> / r  les projections. Si 
~ � 9  et ~ � 9  t(Y), on a 

(R~(;)) ̂ r~ (Su(~))" = R.~. 

Mais comme les v-Cribles de eet te  form�9  engendrent  s .  t, et qu'ils appartien- 
nent  6videmment  ~ sup(s, t), le lemme est d6montr6. 

(III.2.4) COROLLAI~E. Dans  les hypothbses g~ndrales de (III.2.0), soient 

r, s, t, u des v-Topologies.  

(i) s ' s  = s ;  

(ii) s .  t = t . s ;  

(iii) r ' ( s .  t) = ( r ' s ) "  t; 

(iv) si r ~  t et s ~  u, alors r . s ) >  t ' u ;  

(v) s .  c h  ~-- s (i.e. c h e s t  neutre pour  la multiplication); 

(vi) s . d i s  ~ - d i s  (i.e. d i s  absorbe toute Topologie). 

(III.2.5) REMARQVE. On peut  parler du mono~d multiplicati], ab~lien, 

ordonng (par ~ )  des v-Topologies. 
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En g~n~ral, les affirmations (III.2.4 (i), (v), (vi)) impliquent bien 
que (v-Top, .) n ' admet  aucun homomorphisme non-trivial de mono'ds 
(v-Top, . ) - *G ,  G 6tant  un  groupe. Toutefois, on a l e  rdsultat s tructural  
suivant  (valable pour tou t  monoid avec t o u s l e s  61~ments idempotents 
[10, thm.  1]): 

(III.2.6) P~oPosITIo~. Le  mono~d multiplicati /  v - T o p  dd]ini dans (III.2.2) 
a la propridtd de ra/ / inement:  si -Pl • P2 • • Pk et Q1 • Q2 • • Qt sont deux 

ddcompositions directes du mono~d (v-Top, -), il existe une  ]amille (R~,a)~<.< k 

de mono~ds telle que P~ _~ RI,~ • • R~,, et Q~ ~ Ra, ~ • • Ra, k, pour  tout 

~ = l , . . . , k  et 2 = 1 , . . . , l .  

(III.2.7) Pour terminer ce chapitre,  donnons quelques r~sultats concernant 
les structures additives (III.1) et  multiplicatives (III.2) ~t la lois. l~ous 
ferons donc sur le projecteur v: C-*  C les hypotheses soit de (III.1.0) 
soit de (III.2.0), en gardant  les notations respectives. 

(III.2.8) PROPOSITION. Avec  les hypotheses et notations de (III.2.7), soient 

r, s, t des v-Topologies et l ~ _ n ~  0% l ~ _ m ~  oo; alors 

(i) s ~ -  t ~ s ' t ;  

(ii) (n q- ] ) s . ( m  ~- l ) t = n s - ~ m t ;  

(iii) (r ~- s)" t = 2 r ' 2 s -  t ~  r .  t ~- s ' t ;  

( iv)  r .  t - ~  s .  t = ( r .  t - ~  t ) ' ( s ,  t - ~  t);  

(v) n s . m t = m s . n t ,  si m = n = l  ou si n , m > l ;  

(vi) si n,  m > 2, n s . m t  = (n + m - -  3)(s  § t). 

(i) et  (ii) sont imm~diats ~ part ir  de (III.1.3 (iv)), (III.1.9 (iii)), (III.2.3). 
(iv) r~sulte de ce que s ~- t = s ~ vh ,  si t ~  s (III.1.3 (iv)) et de (III.2.3). 
(v) et (vi) d4eoulent aussit6t de (ii) et de (III.1.9 (iii)). Off) r~sulte de (ii) 
et  de (III.2.3). 

(III.2.9) REMARQUE. En g~n~ral, (r ~-s) .  t e s t  strictement moins fin que 
r .  t ~- s . t .  Pour le voir, il suffit de prendre r : s ~ ch ,  t = 2ch;  en g~n~- 
ral, 3 c h  # 4ch.  

De m~me, (v) de (III.2.8) est faux ,  si n >  1, m = 1, car on aurai t  
2 t  = t . 2 c h  = t pour tout  t >  2ch ,  en particulier pour t = 2ch,  on aurai t  
4ch  = 2 c h  ce qui est absurde, en g6n6ral. Donnons, en effet, un  exemple 
off 3ch=/= 4ch.  I1 suffit de prendre l 'exemple (III . l .10).  Soit Y noeth6rien. 
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Alors c c c h =  t. Si 3oh-=  4ch,  alors  3 c h  = 4ch  . . . . .  n c h ,  pour  t o u t  

n > 3 ,  donc  t - - - -3ch.  Mais cela es t  absurde .  D'a i l leurs ,  on  aura  darts 
b e a u c o u p  de cas l ' in6gali t6 c h  < 2ch .  E n  effet, on  t r o u v e  dans  [AF]  la 

P ropos i t ion  8 qui d o n n e  un  bon  erit~re p o u r  ladi te  in6galit6. Les condi t ions  (a) 
(]) de loe. cir. son t  n o t a m m e n t  v6rifi6es dans  l ' exemple  (II .3.2)  (o~ l ' on  

pensera  les Cribles non dans  O(v), mais  dans  S c h / k  (qui eon t i en t  O(v)!) .  

:Nous laissons au  lee teur  les d6tails  de ce fai t .  

Pervenuto in Redazione il 15 dicembre 1975. 

RIASSUNTO 

I1 punto di partenza di questo lavoro b l'interpretazione delle topologie di Gro- 
thcndieek nel linguaggio dei sistemi relazionali (err. [5]); cib permette uno studio 
aritmetieo di tali topologie. Attraverso nuove tecniehe, qui introdotte, si ottengono 
risultati non privi di interesse, tra i quali una caratterizzazione degli spazi topolo- 
gici noetheriani, ed ulteriori strutture topologiehe di tipo locale (siti tangenti), per 
le quali vengono dimostrate numerose proprietY. Vengono, infine, date alcune appli- 
eazioni alla teoria degli schemi, utilizzando il funtore inviluppo affine. 

SUMMARY 

The starting point of this paper is the interpretation of Grothendieck's topologies 
in the language of relational systems (cfr. [5]); this permits an arithmetical study 
of these topologies. By applying new techniques introduced here, we have achieved 
interesting results. These include a new characterization of Noetherian topological 
spaces, and further topological structures of local type (tangent sites) for which we 
have shown numerous properties. Finally, we have used the affine-envelope funetor 
to illustrate some applications to the theory of schemes. 
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