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Esercizio 1.
Siano τ(n) :=

∑
d|n 1 e σ(n) :=

∑
d|n d. Provare che:

(a) τ(n) ≤ 2
√
n;

(b)
∑

d|n σ(d) = n
∑

d|n
τ(d)
d ;

(c)
∑

d|n dτ(d) = n
∑

d|n
σ(d)
d .

Esercizio 2.

(a) Sia f una funzione aritmetica, e sia F (n) :=
∑

d|n f(d), per ogni n ∈ N.
Dimostrare che F è moltiplicativa se e soltanto se lo è f .

(b) Dimostrare che, per ogni intero k ≥ 1, la funzione

σk(n) :=
∑
d|n

dk

è una funzione moltiplicativa.

Esercizio 3.
Sia ϕ(n) la funzione di Eulero. Mostrare che, per ogni n ∈ N+:

(a) n dispari ⇒ ϕ(2n) = ϕ(n);

(b) n pari ⇒ ϕ(2n) = 2ϕ(n);

(c) ϕ(3n) =

{
3ϕ(n), se 3 | n
2ϕ(n), altrimenti

(d) n = 2ϕ(n)⇔ n = 2e per qualche e ≥ 1.

Esercizio 4. Definiamo le seguenti funzioni aritmetiche: per ogni n ≥ 1:

F (n) =
∑
d|n

σ(
n

d
)τ(d) G(n) =

∑
d|n

σ(
n

d
)ϕ(d)

(a) Calcolare F (60) e G(90);

(b) Determinare due funzioni aritmetiche f e g tali che F = f ∗1 e G = g∗1,
dove 1 è la funzione costante di valore 1. Calcolare f(28) e g(15).
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