1 Funzioni aritmetiche

In Teoria dei Numeri le successioni di numeri (siano essi: interi, razion-
ali, reali o complessi) vengono studiate sotto la terminologia di “funzioni
aritmetiche”. Precisamente,

Definizione 1.1. Una funzione aritmetica & una funzione f : N* — C, dove
NT ¢ I'insieme dei numeri interi positivi e C ¢ quello dei numeri complessi (o,
equivalentemente, una funzione aritmetica € una successione {a, : n > 1} di
numeri complessi, con a,, = f(n) che definisce “esplicitamente” una funzione
f:Nt —C).

Particolare interesse hanno le funzioni aritmetiche che godono di pro-
prieta di “preservazione del prodotto”. Precisamente,

Definizione 1.2. Una funzione aritmetica f : N* — C si dice moltiplicativa
se, presi n,m € N1,

MCD(n,m) =1= f(nm) = f(n)f(m) .

Una funzione aritmetica si dice totalmente moltiplicativa se, presi comunque
n,m € N*, f(nm) = f(n)f(m).

Esempio 1.3. (a) La funzione ¢ di Euler, dove
o(n) :=#{k e NT: MCD(k,n) =1 e 1 <k <n})

¢ una funzione (aritmetica) moltiplicativa (dove #A denota il numero degli
elementi dell’insieme A; cfr. anche Capitolo I, Definizione 2.9, Esercizio 2.13)
ma non totalmente moltiplicativa (ad esempio ¢(4) = 2, ma p(2) = 1 e

quindi (2)p(2) # ¢(4)).
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(b) La funzione 7 : N* — C, definita ponendo:

7(n) := numero dei divisori positivi di n = #({d € Nt : d | n}) =: Z 1
din



¢ subito visto essere una funzione moltiplicativa (ma non totalmente molti-
plicativa perché 7(4) = 3,7(2)-7(2) = 2-2 = 4). Infatti, se MCD (n,m) =1,
allora ’applicazione:

{d eNt:d |n} x{d"eNt:d"|m} — {deN":d|nm}

definita ponendo:
(d,,d//) — d,‘ d//

¢ una biiezione (con funzione inversa d — (d',d"), dove d' := MCD(d, n),
d" := MCD(d, m)). Da ci0 si ricava facilmente che, se MCD(n, m) = 1, allora
7(n)T(m) = 7(nm).
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(c) La funzione o : Nt — C definita ponendo

o(n) := somma dei divisori positivi di n =: Z d
din

¢ una funzione moltiplicativa, ma non totalmente.

n 1[2[3]4[5[6 789 [10[11]12
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(d) Le funzioni sopra considerate 7 e o sono dette funzioni dei divisori;
tali funzioni sono casi particolari (per k = 0 e k = 1, rispettivamente) della
funzione aritmetica:

of(n) = Z d*

dn

detta funzione delle potenze k—esime dei divisori, dove k > 0 € un intero
fissato.
(e) Per ogni fissato ¢ € C, la funzione costante

c:N" —=C, c(n):=c



¢ una funzione aritmetica. E subito visto che ¢ & moltiplicativa se e soltanto
se ¢ = 0 oppure ¢ = 1. In tali casi, la funzione denotata rispettivamente con
c = 0 oppure con ¢ = 1 ¢ totalmente moltiplicativa.

(f) La funzione di immersione

e:NT —-C, e(n):=n

¢ una funzione aritmetica totalmente moltiplicativa.
(g) La funzione
u:NT = C
dove u(1) :=1 e u(n) := 0 se n > 2 & detta funzione unita.
La ragione di tale denominazione apparira chiara tra poco. Si noti intanto
che, per ogni n € NT, risulta:

1 1
u(n) = [] (— parte intera di > .
n n
Inoltre, e subito visto che u € una funzione totalmente moltiplicativa.
Il seguente risultato ¢ molto utile per dimostrare la moltiplicativita di

alcune funzioni o per definire nuove funzioni moltiplicative, a partire da
funzioni moltiplicative gia note.

Proposizione 1.4. Sia f : NT — C una funzione moltiplicativa.
La funzione:

of Nt —=C, of(n):= Zf(d)
dn

e una funzione moltiplicativa.

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che, se n,m € N* e MCD(n, m) =
1, applicazione canonica:

{d eNt:d |n}x{d" eNt:d"|m} —-{deN":d|nm}, (d,d')—dd"

¢ una biiezione. Pertanto, utilizzando questa proprieta e la moltiplicativita
di f, abbiamo:

op(nm) = ) f(d)=

dlnm
= YN fdd) =3 f(d)fd") =
d'|nd'"|m d'|nd"|m

= (D f@)) | X fd)] =op(n)os(m).

d'|n d"lm



Corollario 1.5. (a) 7 = 07.

(b) 0 = oe.

(c) Se, per ogni k > 0, si definisce e : Nt — C, ponendo e¥(n) := n¥,
allora o = o k. (Sinoti che e® =1 ¢ e' =e).

(d) La funzione o ¢ moltiplicativa, per ogni k > 0.

Dimostrazione. (a), (b) e (c) seguono immediatamente dalla definizione
della funzione o associata alla funzione f.
(d) segue dalla Proposizione 1.4, notando che e* & una funzione (total-
mente) moltiplicativa, per ogni k& > 0.
g

Proposizione 1.6. Sia f una funzione moltiplicativa. Sia

e], e

n=pi'ps’c..pT

la decomposizione di n € N*, n > 2, in fattori primi distinti, con e; > 1,
per 1 <i <r. Allora

fn) = fr)f®s) .. floir) -
Dimostrazione. Per la verifica basta procedere per induzione su r > 1.

O

Corollario 1.7. Sia
€1, €

n=pi'ps’ - ..pT

la decomposizione di n € N, n > 2, in fattori primi distinti con e; > 1, per
1<¢<r. Allora

(@) 7(n) =(e1+1)(ea+1)-... (e, +1).
b) o) = (=) (o) oo (525,
© o= (1-) (1 2)(1-3) -

e1—1 e

—1 _
= (1" =07 )W — 0 ) (=P,




Dimostrazione. Per quanto noto (Esempio 1.3 (a), Corollario 1.5 (c) e
Proposizione 1.6), basta dimostrare che, per ogni primo p e per ogni intero
e > 0, si ha:
@) 7(p°) = (e +1);

e+1 -1 .

(b)) o(pe) = B

() o) =p° (1= 1) =p—p=L.

Le proprieta (a') e (b’) si ricavano immediatamente dal fatto che, essendo
p primo, i divisori positivi di p® sono 1, p,p?, ..., p°. Inoltre, & noto che:

P =) =p-DA+p+p - +p).

Per (c’), basta osservare che gli interi tra 1 e p® che sono divisibili per p
sono quelli del tipo kp, con k che varia comunque tra 1 e p°~!; quindi essi
sono in numero di p®~!. Pertanto, gli interi tra 1 e p¢ che sono relativamente
primi con p® sono gli elementi dell’insieme complementare, dunque sono in
numero di p€ — p¢ 1.

g

Osservazione 1.8. Sinoti che, in generale, se f & totalmente moltiplicativa
oy € moltiplicativa ma non necessariamente totalmente moltiplicativa (ad
esempio 7 = oy € moltiplicativa ma non totalmente, mentre 1 ¢ totalmente
moltiplicativa).



1 Esercizi e Complementi

1.1. Sen =p{ps? ... p¢ & la decomposizione di n € N, n > 2 in fattori primi
distinti (con e; > 1, per 1 <4 < r), mostrare che:
T k‘(e7‘,+1)
K (i -1
adn)=|| +——7—.
g ;= 1)

[Suggerimento. o* & una funzione moltiplicativa. E subito visto che, per ogni primo
p, o*(p) = 1+ p*. Per ogni e > 1, o*(p®) = 1 +p* + (p*)F + -+ + (p°)*. Si noti,
poi, che: (1+pF + (p2)F + -+ + (p°)F)(pF — 1) = phletD) — 1]

1.2. Mostrare che, per ogni n € N*,
T(n) < 2v/n .
[Suggerimento. Se d | n, allora d oppure 5 ¢ < /n.]
1.3. Mostrare che,
(a) Sy o) =n Sy, "
(b) Lp, dr(d) =nXgy, %

[Dimostrazione. Si noti che se f e g sono due funzioni moltiplicative, allora la
funzione fg definita ponendo (fg)(n) := f(n)g(n) & una funzione moltiplicativa,
cosi come la funzione 5, quando g(n) # 0 per ogni n € NT, definita ponendo

(5) (n) == %. Utilizzando la Proposizione 1.4, per dimostrare (a) e (b) basta

dimostrare che tali uguaglianze sussistono se n = p®¢, dove p € un primo ed e > 1.
(@)  >,old) = 1+0+p)+0+p+p)+-+1+p+--+p°) =

= (et +ept(e—1)p°+ -+ 27 +p° =

e+1 e 2 7(d
= (G ) =y ST
d|p®

pe

(b) Zd’]’(d) = 14+p-2+4p*>- 3+ +p°le+1)=

(L+p+p*+-+p)+p(l+p+-+p ")+
o p T L4 p) +p° =



L+p+p>+---4p°  14+p+---+p!

= e + e—1 +
p p
1+p o(d)
N AT, s —7
+- » + pdEF yi ]
pe

1.4. Dimostrare che, per n € N*,
(a) 7(n) ¢ dispari < n ¢ un quadrato;
(b) o(n) & dispari < n & un quadrato oppure n ¢ il doppio di un quadrato.

[Dimostrazione. Basta osservare che un prodotto di interi & dispari se e soltanto se
ogni fattore e dispari e che, per ogni primo p ed ogni intero e > 0,

(a) 7(p°) = e+ 1 ¢ dispari < e & pari < p® & un quadrato.
(b) o(p®)=1+p+---+p° e dispari & p+---+ p° & pari.
Se p = 2 quest’ultima affermazione & sempre vera. Se p ¢ dispari:
p+ -+ p° e pari & e & pari & p° & un quadrato.]
1.5. Se ¢ : N — C & la funzione di Euler, mostrare che
o, =¢.

[Suggerimento. L’enunciato equivale a
> p(d) =n
dln

per ogni n € NT. Per la verifica si procede essenzialmente come nella dimostrazione
del Teorema 1.5.13, dove si & provato un caso particolare e cioe che:

dl(p—1)

Infatti, si ripartisce Uinsieme {1,2,...,n} di cardinalitd n nell’'unione disgiunta
degli insiemi

Ag:={keNt: 1<k<n, MCD(kn)=d}

al variare di d tra i divisori positivi di n. Si conclude osservando che 'insieme A, &
in corrispondenza biunivoca con 'insieme

Bd::{heN+: 1§h§% MCD(h,%):l}

il quale ultimo ha cardinalita ¢ (g), per ogni d che divide n. Pertanto,

=y (2).

d|n



E ovvio poi che:

>oe(5) = e =Y e
djn ZIn

d|n
(I'ultima uguaglianza sussiste perché {4 : d [n} = {d: d | n})]
1.6. Mostrare che, per ogni n > 2, p(n) & un intero pari.

[Dimostrazione. Se n contiene un fattore pari, diciamo 2¢, con e > 2, allora ¢(n) ha
come fattore (2¢) = 2¢ — 2671 = 271 Se n ha un fattore primo dispari, diciamo

p® con e > 1, allora p(n) ha come fattore ¢(p®) = p° (%) =pYp—1) chee
pari.]

1.7. Mostrare che, per ogni n € NT,

(a) n dispari = ¢(2n) = ¢(n);

(b) n pari = ¢(2n) = 2¢(n);

[ 3e(n), se3|mn;
(c) ¢(3n) = {2<p(n)7 altrimenti;

(d) n=2p(n) < n=2°per qualche e > 1;
(e) esistono infiniti interi n per i quali ¢(n) ¢ un quadrato.
[Dimostrazione. (a) Se n ¢ dispari, allora MCD(2,n) = 1 e quindi:
p(2n) = p(2)p(n) = ¢(n) .

(b) Se n & pari allora 2¢ | n e 2! f n per qualche e > 1. Dunque n = 2°n’, con n’
dispari. Quindi 2n = 21/,

p(2n) = ©(2°T'n’) = p(2°T)p(n)) = 2°¢(n') =
= 2(2°7"p(n)) = 2(¢(2°)p(n') = 2¢(n) .

(c) Se 3 1 n allora ¢(3n) = ¢(3)p(n) = 2p(n). Se 3 | n, allora n = 3°n’ con
MCD(3,n') = 1, per qualche e > 1. Quindi:

e(Bn) = p(3Tn) = (3T p(n') =3%(n) =
3(3° (') = 3((3%)p(n)) = 3p(n) .

(d, <) segue da (b).
(d, =) Se n =2°n/, con n' dispari, allora

p(n) = p(2°n') = 2" Tp(n')
quindi, essendo n = 2¢(n), abbiamo
2°n' =n=2%(n’),

cioe n' = p(n'). Pertanto n’ = 1.
(e) segue da (d), per n = 2T con e pari.]



1.8. Se n > 2. Mostrare che:

(a) Se n ha r fattori primi distinti, allora:

| =

p(n) >

T

[\

(b) Se n ha s fattori primi dispari distinti, allora:
2 | p(n) |

[Suggerimento. (a) Basta notare che, per ogni primo p > 2,

(-3)z=3
(b) Se n =2%p7* - ... pt, allora:
p(n) =20""p0 e T = 1) (= 1) - (s — 1)
con 2 | (p; — 1) per ogni i, 1 <14 < s.]
1.9. Sia n > 2 un intero composto (cio¢, non primo). Mostrare che
p(n) <n—yvn.
[Dimostrazione. Sia p un divisore primo di n, con p < /n, allora ¢(n) < n (1 - l) <
n(l—%) :n—%:n—\/ﬁ.]
1.10. Mostrare che, per ogni n € NT,
p(n®) = np(n) .

[Dimostrazione. Se n = [[._, pj’, allora:

Sinoti che, pitt generalmente, I’argomento precedente mostra che: n | m = p(nm) =
ngp(m).]

1.11. Siano n,m € Nt d:= MCD(n,m), t := mcm(n, m). Mostrare che:
(b) @(n)p(m) = e,
(€) w(n)p(m) = (d)p(t).



[Dimostrazione. (a) Se

S

T
n:Hp?g m:Hp;cj, cons>r,
i=1 j=1

allora, ponendo

B = <Hp{i—ei> H pjj ,
=1

J=r+1

si ha che nh = m. Dunque:
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(b) Si noti che:

o < 1) (1-3)

b pld oha et
“em(meep)(me-)
Essendo:
A T1(-3) sl (1-1) o= T1(1-3)

la conclusione ¢ immediata.
(c) Basta applicare (b), osservando che:

nm = MCD(n, m) - mcm(n, m)
MCD(MCD(n, m), mcm(n, m)) = MCD(n, m) .|

1.12. Sia p un primo ed e > 2. Mostrare che
e(p(r°) = P %e((p—1)%) .

[Dimostrazione. @(o(p)) = @ p — 1)) = 0@ Vel — 1) =
P 2(p—1)p(p —1) = p°2¢p((p — 1)?) (cfr. anche Esercizio 1.10).]

10



1.13. Mostrare che, per n € NT,

(a) 7(n) =2 < n e primo.

(b) 7(n) =3 < n=p? dove p & un primo.

(c) 7(n) =4 < n = pq oppure n = p, dove p e ¢ sono primi distinti.
[Dimostrazione. Se n = p{'ps? ... p¢r & la fattorizzazione di n > 2 in primi distinti,

allora: .

r(n) = [J(e: + 1)

i=1

Dunque:

T(n)=2&r=1 e =1;
T(n)=3&r=1 e =2;
T(n)=4<r=1ede =3 oppurer =2ede; =e3 =1 ]

1.14. Mostrare che, per n € NT,

T(n)
L=
d|n

[Dimostrazione. Sia d | n, allora
n = dd’ per qualche d’, con d’ | n .

Dunque

2
nm = Hd Hd’ = Hd .
d|n

d'|n d|n

T(n)

Sinoti che n™2 & sempre un intero, perché se 7(n) & dispari allora n & un quadrato
(cfr. Esercizio 1.4(a)).]

1.15. Mostrare che, se n € NT,

on) _

Ul

[Dimostrazione. Se d | n, allora dd’ = n con d’' | n. Dunque:

o(n 1 d 1
e DI BRI
d|n d|n

d'|n

11



1.16. Mostrare che, se n € NT,
w(n) 4+ o(n) =2n < n & primo .
[Dimostrazione. (<) E ovvio, perché se n = p & primo, allora olp) =p—1e
o(p) =1+p.

(=) Si noti che la funzione ¢ + ¢ definita ponendo (¢ + o)(n) = ¢(n) + o(n),
per ogni n € NT, & una funzione moltiplicativa. Pertanto, basta mostrare che:

p(P°) +o(p)=2p°=e=1.
Ora, se e > 2

) o) = PP T Lept T 4 =
= l4p+-4p 2+ =2 & Il4+p+-+p"2=0

e cio & assurdo.]

12



2 1l prodotto di Dirichlet di funzioni aritmetiche

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che, data una funzione aritme-
tica moltiplicativa f, anche la funzione

op(n) =) f(d)

din

¢ una funzione aritmetica moltiplicativa.

Una generalizzazione di questa idea ¢ stata perseguita da E.T. Bell nel
1915 introducendo un nuovo tipo di moltiplicazione tra funzioni aritmetiche,
che prende spunto dalla teoria delle serie di Dirichlet.

Definizione 2.1. Siano f e g due funzioni aritmetiche. Definiamo il loro
prodotto (di convoluzione) di Dirichlet ponendo

(Fxg)(n) == Fld)g( ) -
> san(3)
Si vede immediatamente che:
(2.1.1) op=fx1

e, quindi,
T=1x1, o=ex1l,

e, piu generalmente,
k_ k .
oc"=¢€e"x1, perognik>0.

Un ruolo molto importante in relazione al prodotto di Dirichlet ha la
funzione p introdotta da Md&bius.

Definizione 2.2. Sia
n=p{'ps? ... pyr

la fattorizzazione in primi distinti di un interon > 2, cone; > 1 per 1 <i <
r. Si ponga:

1 sen=1,
pn):=4q (-1 sen>2 e eg=er=-=¢ =1,
0 altrimenti .

13



La funzione sopra definita viene chiamata funzione u di Mébius ed € una
funzione moltiplicativa, ma non totalmente moltiplicativa.

n | 1]2][3[]4[5[6[7 [8[9[10]11[12
pln) [T[-1|-1]o|-1|1[-1|0[0][ 1 |-1]0

E subito visto che wu(n) = 0 se e soltanto se n ha un fattore quadratico > 1.

Proposizione 2.3. u*x1 = u; cioé, per ognin > 1:
1, sen=1 1
Sud)={y wns2f= |
din

Dimostrazione. La formula ¢ ovviamente vera per n = 1. Poiché o, = 1
¢ una funzione moltiplicativa (Proposizione 1.4 e (2.1.1)), utilizzando la
Proposizione 1.6, basta dimostrare che, per ogni primo p e per ogni e > 1,
risulta:

ou(p®) = > pu(d)=0.

d|pe

Dalla definizione di p discende immediatamente che:

Y ou(d) = p(1) + p(p) + p(P*) + -+ p(P) =1-140+---+0=0.
d|p©

g
Teorema 2.4. Il prodotto di Dirichlet tra funzioni aritmetiche gode delle
sequenti proprieta: prese comunque le funzioni aritmetiche f, g ed h:
(a) fxg=gx*f (proprieta commutativa);
(b) (fxg)xh=fx(g=*h) (proprietd associativa);
(c) fru=f=wuxf (possiede come elemento neutro la funzione u).

Dimostrazione. (a) Basta osservare che f x g si pud anche esprimere nella
maniera seguente:

(f*g)(n) =) fla)g(b)

ab=n

14



(dove a e b variano tra tutti gli interi positivi tali che il loro prodotto &
uguale ad n).
Allora, € subito visto che:

> fla)g®) =" g)fla)= > gla)f(b) = > g(a)f(b) = (g% f)(n) .
ab=n ab=n ba=n ab=n
(b) Non e difficile assicurarsi che:
(fxg)xh)(n)= > fla = (f*(g*h))(n)
abc=n

(dove a, b e ¢ variano tra tutti gli interi positivi tali che il loro prodotto ¢
uguale ad n).

(c) Per (a), basta far vedere che f*u = f.

Se n = 1, allora ¢ ovvio che (f xu)(1) = f(Du(l) = f(1). Se n > 2,

o ( <a)n) = S s@u( ) = £

d|n

perché u (%) = 1 se d = n, mentre u (%) =0 se d # n.

Sia A Vinsieme di tutte le funzioni aritmetiche f tali che f(1) # 0.

Teorema 2.5. (A, ) é un gruppo abeliano. In altri termini, tenendo conto
del Teorema 2.4, per ogni f € A esiste un’unica funzione aritmetica =1 in
A, chiamata 'inversa di Dirichlet di f, tale che:

feflt=u=f1uf.

Precisamente, f~1 & definita per ricorrenza nella maniera sequente:

ﬁ, sen=1;
-1 —
f (n)— (fl)(dzl;f(z)f—()), sen>1.

Dimostrazione. Data la funzione f, per ogni n > 1 dobbiamo mostrare
che ’equazione:

(f % f7)(n) = u(n)
ha un’unica soluzione, la quale determina il valore f~!(n) della funzione f~1
calcolata in n.

15



Per n = 1, abbiamo:

(f * f7H(1) =u(1) , ovvero, fF(1)fH(1) =1,
e, quindi, essendo f(1) # 0, allora:

1
FH ) =
f(1)
e, dunque, f~1(1) # 0.

Procediamo per induzione su n > 1. Supponiamo n > 2 e di aver de-
terminato univocamente i valori di f~!(k) per ogni k con 1 < k < n. Ci
proponiamo di determinare univocamente il valore di f~!(n) in modo tale
che:

(f* ) (n) =u(n)=0.

Questa equazione puo essere scritta nella maniera seguente:

st + X1 (5) Fi@=o.
d|n

d<n

Dunque, essendo noti (per ipotesi induttiva) i valori di f~!(d) quando d < n
ed essendo f(1) # 0, abbiamo necessariamente che

==y 21 () -

d<n

Si noti che se f/, f” € A sono tali che fxf' =u=f'xf, fxf' =u=

P fyallora f = fau = fl (fr f) = (f 5 )% f7 = ux 7 = [
O

1

Corollario 2.6. p~! =1 (ovvero 171 = p).

Dimostrazione. Semplice conseguenza della Proposizione 2.3 e del Teorema

2.5.
O

Osservazione 2.7. (a) Si noti che la dimostrazione del Teorema 2.5 prova
che, se f & una funzione aritmetica, allora:

16



f & invertibile (rispetto al prodotto di Dirichlet) < f(1) #0<: fe€ A.
(b) Si noti che se f,g € A allora
(frg)t=g e fl=flxg™h.
Infatti, (fxg)xg s fl=fx(grg Dxfl=Ffruxfl=fxfl=u

Proposizione 2.8. e = ¢ x 1; cioé, per ogni n > 1, risulta:

n=3 e =% o) -

dln dln

Dimostrazione. Questa proprieta della funzione ¢ € stata essenzialmente
gia verificata nella dimostrazione del Teorema 1.5.13. Per maggiori dettagli
cfr. anche ’Esercizio 1.5.

O

Corollario 2.9. (a) ¢ = e pu (ovvero, p(n) = >y, n@, per ogni n €
NT).

(b) 1 =7xp (ovvero, 1 =3y, T(d)@, per ognin € NT ).

(c) e =0 *pu (ovvero, n =3y, a(d)%, per ogni n € N1 ).
Dimostrazione. (a) segue dalle Proposizioni 2.3 e 2.8. (b) e (c¢) sono con-
seguenze della Proposizione 2.3 e del fattoche r=1x1eo =ex*1.

(I

Lo scopo che ci prefiggiamo ora ¢ quello di descrivere meglio gli inversi
rispetto al prodotto di Dirichlet di alcune funzioni moltiplicative.

Proposizione 2.10. Se f ¢ una funzione totalmente moltiplicativa allora

f(1) =1 e f~' = uf, dove il prodotto di giustapposizione di funzioni arit-
metiche é definito nella maniera sequente:

(nf)(n) == p(n)f(n) , perognin=1.

Dimostrazione. Se f & una funzione moltiplicativa (anche non totalmente)
allora necessariamente f(1) = 1 perché:

fln)=fn-1)=fn)f(1) .
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Per concludere basta far vedere che:

pf*f=u.
Infatti,

(nf = f)(n) = Z(uf)(d)f(Z) = Z“(d)f(d)f(n)

dln dln d

e poiché f & totalmente moltiplicativa allora:

@f@f(2) = (d)f(n) =
d%;u <d> d%;u

= f(n) (Z u(d) | = f()((u*1)(n)) = fln)u(n) .
dln

Si conclude facilmente osservando che f(n)u(n) = u(n), per ogni n > 1.

O

Corollario 2.11. (a) e~ ! = pe.

(b) 77l =pxp.

(c) o7t = pe * pu.

(d) o=t = pex*1 (ovvero, p=1(n) = > dn 1(d)d, per ognin >1).
Dimostrazione. (a) segue immediatamente dalla Proposizione 2.10.

(b) discende dal fatto che 7 =1 %1 e che 17! = p.

(c) discende dal fatto che 0 = e * 1, che e = pe e che 17! = p.

(d) segue da p =exp,dapt=1edae ! = pe.

0

Nelle seguenti tavole calcoliamo esplicitamente i primi valori delle fun-

zioni inverse (rispetto al prodotto di Dirichlet) delle funzioni aritmetiche
moltiplicative sopra esaminate.

12
e (n) 2(-3/0[-5|6|-7|0[0|10|-11] 0

n 1213 516718 10 [ 11 ] 12
rim)y1]2]21]-2[4]2|0[1] 4 ]|-2]-2
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n |1][2[3]4]5|6][7[8]9]10] 1112
o tn)|1]-3[-4][1]-6]12]-8[0[4]18]-12]-8

n [[1]2[3[4][5]6]7[8]9]10]11]12
oIy [1]-1]|2][0[4[2]6]|-1]2]410] 2

Osservazione 2.12. Dalla definizione di p e dal fatto che e~! = pe si ricava
immediatamente che:

1, sen=1;
e ln)=<{ (~1)'n, sen>2ce;=ey=---=¢,=1;
0, altrimenti ;
dove n = p{*ps* - ... p¢r ¢ la fattorizzazione in primi distinti di n > 2, con

e;>1perl<i<r.

Proposizione 2.13. Sia f una funzione moltiplicativa non costante su 0.

Allora:

(a) puf*1 & una funzione moltiplicativa.

(b) Sen =p{'ps? ... -psr & la decomposizione in fattori primi distinti di
n>2 (cone; >1 perl <i<r)allora:
T
(uf*1)(n) = TT(1 = f(p)) -
i=1
Dimostrazione. (a) Si noti, in generale, che se f, g sono funzioni molti-
plicative, allora la funzione fg ottenuta per prodotto di giustapposizione e
definita ponendo (fg)(n) := f(n)g(n) & anch’essa una funzione moltiplica-
tiva. L’enunciato segue ora dalla Proposizione 1.4.
(b) Basta osservare che, per ogni primo p e per ogni e > 1, (uf*1)(p°®) =
p()fQ) +pulp) f(p) +0- f(p*) +---+0- f(p°) =1~ f(p).
O

Corollario 2.14. Per ognin > 2, si ha:
) =] -p).
pln
Dimostrazione. Dal momento che ¢ = e % u (Corollario 2.9 (a)), allora
o' =e s ! = pex* 1. La conclusione discende immediatamente dalla
Proposizione 2.13 (b).
0
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2 Esercizi e Complementi

2.1. Mostrare che, per ogni k > 0,
(a) (e")~! = pe*
(b) (05) = ek«

[Suggerimento. (a) Basta osservare che e* & una funzione totalmente moltiplicativa
e, quindi, si puo applicare la Proposizione 2.10.
(b) Si noti che 0% = o1 = ¥ % 1, quindi (%)t = (e¥) 71 * p.]

2.2. Sia f una funzione moltiplicativa, non costante su 0. Mostrare che:
f @& totalmente moltiplicativa < f~! = uf.

[Dimostrazione. (=) gia dimostrata nella Proposizione 2.10.
(«<). Basta mostrare che, per ogni primo p e per ogni intero e > 1, f(p®) =
(f(p))¢. Si noti che, dall'uguaglianza u = f~! % f = uf * f, ricaviamo che per ogni

n (> 1: n
S udf@f(5) =0
d|n

In particolare, per n = p°,

w(1)f) f(p°) + pp) f(p) f(p") =0
fo) = f)fp")=0.

Da tale relazione si ricava facilmente per induzione, su e > 1, che f(p°) = (f(p))©.]

2.3. Sia n = p{'ps? - ... pt la fattorizzazione in primi distinti di n > 2 (con
e; > 1 per 1 <i <r). Mostrare che valgono le seguenti uguaglianze:

r

(a) Y _u(d)d= ] -p).

dln i=1

EP ()]

() Y uld)r(d) = (-1)".
d|n

(@) > nu(do(d) = (1) ] o
d|n

i=1
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(© S ud)a*(d) = (-1 T ok
dln i=1

(£) > ud)e(d) =]]@-p).
d|n ]

[Suggerimento. Semplice applicazione della Proposizione 2.13 dove f & la funzione:
e cnel caso (a) (con e(p) = p);
e Lnelcaso (b) (con i(p)= %);
e 7 nel caso (¢) (con 7(p) = 2);
e o nel caso (d) (con o(p) =1+p));
e " nel caso (e) (con o¥(p) =1+ p*);
e el caso (f) (con p(p) =p—1).

Si osservi che la formula (b) & strettamente collegata alla formula seguente (Corol-

lario 1.7 (c)): §
o(n) :ng (1 _;) .

Infatti, la (b) si puo ricavare anche dalla formula precedente, tenendo presente
I’Esercizio 1.5 e notando che:

1 1 1 1 1
pxl=e=>p=exp=>—p=—(exp)=>—-p=1lx—p=—-pux1
e e e e e

ciod p(n) = (1¢) (n) = (zu*1) (n) = Xy, gu(d)]

2.4. Siano f, g, h tre funzioni aritmetiche. Mostrare che:

(@) (f +9)xh=(f*h)+(g*h);
(b) se f & totalmente moltiplicativa, allora:

flgxh)=fgxfh,

(dove, al solito, (f + g)(n) := f(n) +g(n) e (fg)(n) := f(n)g(n), per ogni n).

[Dimostrazione.
(a)
(F+9)xm)m) = D (F+9@h(5) =S (/@) +g(@)h(%) =
d|n dn
_ Zf(d)h(%) + Zg(d)h(%) =
d|n dln
= (f*h)(n)+(g*h)(n) .

21



(Fgxm)m) = Fm) Y g@h(%) = F@f (5) D gln(5) =

d|n d|n

> Fg@f(5) h(%) = (fax r)m) |

d|n

2.5. Sia f una funzione moltiplicativa, non costante su 0. Mostrare che:

(a) se n & privo di fattori quadratici, allora:
f7Hn) = p(n) f(n) ;

(b) per ogni primo p,

[Suggerimento. (a) Si noti che, per ogni primo p,
0=u(p)=(f*f)p)=f"(p)+fp)

quindi:

(b) Per ogni primo p si ha:
0=u(®) = (f+fH@*) =70+ f0)f ) + F(*)

quindi, tenendo conto di (a),
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3 Formula di inversione di Mobius

Denotiamo con M 1insieme delle funzioni aritmetiche moltiplicative,
diverse dalla funzione costante su 0. Abbiamo gia notato che:

feM= f(1)=1 (nfatti, f(n) = f(n-1) = f(n)f(1), con n > 2)
quindi M C A:={f : f & una funzione aritmetica con f(1) # 0}.

Proposizione 3.1. (a) Presi comunque f,g € M, allora f+g € M.
(b) Siano f,ge A. Se fe M e fxge M allora g € M.
(c) (M,x*) é un gruppo abeliano, sottogruppo di (A, x*).

Dimostrazione. (a) La dimostrazione ¢ del tutto simile a quella della
Proposizione 1.4. Siano n,m € N* con MCD(n, m) = 1. Allora:

[d;f(d)g@)] le;nf(d')g@)] _
= Y Y ra@r@i(5)o(5) -

din d'|m

= ¥ s ) -

dd'|nm

-y f(e)g@”) — (f * g)(nm)

elnm

[(f * g)()I[(f * g)(m)]

dove d (rispettivamente, d'; e) varia tra tutti i divisori positivi di n (rispet-
tivamente, m; nm).

(b) Procediamo per assurdo: supponiamo che g ¢ M. Siano n,m € NT
con MCD(n,m) =1 e con nm minimo in modo tale che g(nm) # g(n)g(m).

Caso 1: nm = 1. Allora n = m = 1. In tal caso, si avrebbe che g(1) #
g(1)g(1) e, quindi, g(1) # 1. Pertanto:

(f+g)1) = f(1)g(1) # f(1) =1
e cio ¢ assurdo perché f * g & moltiplicativa e quindi (f * g)(1) = 1.

Caso 2: nm > 1. Presi comunque a,b € Nt con MCD(a, b) = 1 ed ab < nm,
per la minimalita di nm, abbiamo che

g(ab) = g(a)g(b) .
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D’altro lato

(Fxg)nm) = (g« f)(nm) = > g(ab) f(T)+g<nm>f<1>:1

aln
blm
ab#nm

= [lg* H)l(g * F)(m)] = g(n)g(m) + g(nm) =
= [(F*g) ]IS * g)(m)] = g(n)g(m) + g(nm)

Quindi, poiché g(nm) — g(n)g(m) # 0 si avrebbe che

(f # g)(nm) # [(f * g)()][(f x g)(m)]

e cio e assurdo.
(c) Da (b) segue immediatamente che

feM= f!

poiché f x f~! = w € M. Pertanto, M & un gruppo, sottogruppo di A
(rispetto al prodotto di Dirichlet), infatti, da quanto sopra, si ricava imme-
diatamente che:

f.geM= fxgteM.

- Z )+ Z (nb)f(=) + Z (am)f(=) + g(nm) =
a|n,a<n b\m aln
blm, b< a<n

aln b|lm
a<n b<m

- Zg(a)f(Z)> (Zgw)f(?)) +g(m) Y~ g(a)f(2)+g(n) Y g(0)f (5)+gnm) =

aln blm
a<n b<m

- Zg(a)f(Z)) (Zg(b)f(?))—g(m)zg(a)f(Z)—g(n)Zg(b)f(?)—g(n)g(mH

aln aln blm

a<n b<m

+g(m) Y g(a)f(5) +9(n) Y 9B)f () + g(nm) =
aln blm

24



Teorema 3.2. (R. Dedekind, 1857) (a) L’applicazione:
—*x1:A— A, fror=fx*1,

e una bitezione avente come inversa l’applicazione:
—xpu:A— A, F—Fxu.

La restrizione di — x 1 ad M, cioé:
—x1:M—->M, fw—fx1,

e anch’essa una biiezione avente come inversa l’applicazione:
—xpu:M—->M, F—Fxu.

(b) (Formula di inversione di A.F. Mébius). Presa comunque una
funzione F' € A (rispettivamente, F' € M) esiste un’unica funzione f € A
(rispettivamente, f € M) tale che:

F(n)= Zf(d) , perognin &Nt .
dn

Tale funzione f ¢ tale che

f(n) = ZF(d)u (Z) , perogniné€NT .

dln

Dimostrazione. (a) discende immediatamente dal fatto 1 x u = u (Propo-
sizione 2.3) e dal fatto che, se f, F' € M, allora f x1 e F * y appartengono
ancora ad M (Proposizione 3.1(a)).

(b) & una semplice riformulazione di (a).
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3 Esercizi e Complementi

3.1. Sia » > 1. Un numero complesso del tipo z = cosa + isina = €**, con
a € R, ¢ detto una radice n—esima dell’unita se 2™ = 1 ed & detto una radice
n-esima primitive dell’unita se, inoltre, 2 £ 1perl <k<n-—1 E ben noto
che ¢, := e*i & una radice primitiva n—esima dell’'unita. Nel seguito porremo, per
semplicitd, ¢ al posto di ¢,, qualora cid non sia causa di ambiguitd. E subito visto
che:

{¢*:1<k<neMCD(k,n)=1}

coincide con l'insieme delle radici primitive n—esime dell’unita.
11 polinomio nell’indeterminata X (a coefficienti — a priori — complessi)

,(X) = H (X - Ck)

1<k<n
MCD(k,n)=1

& detto n—esimo polinomio ciclotomico. Esso ha grado ¢(n) ed ha ovviamente come
radici (nel campo C dei numeri complessi) tutte e sole le radici primitive n—esima
dell’unita (le quali sono tra loro distinte e sono in numero di ¢(n)).

Utilizzando opportunamente la formula di inversione di Md&bius, mostrare che,
per ogni n > 1:

(a) pin) =Y ¢*;

1<k<n
MCD(k,n)=1

(b) Xt —1=[[®a(X) e @ (x)=]]xH -1
dln d|n

(c) Dedurre da (b) che ¢, (X) € Z[X].
[Suggerimento. (a) Per ogni n > 1, poniamo:

fm)y= > (rec.

1<k<n
MCD(k,n)=1

Allora, F(n) =}y, f(d) & la somma di tutte le radici n—esime dell'unita (cioe di

tutte le radici del polinomio X™ — 1), quindi:

AOED DD Db Fa S0
k=1

1, sen=1
k=1

(essendo la somma di tutte le radici di un polinomio monico di grado n > 1 a
coefficienti complessi uguale all’opposto del coefficiente del termine di grado n —1).
Pertanto F' = f x 1 = u, dunque p = pxu = f.
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(b) Dal momento che le radici di X™ — 1 sono le radici di un polinomio ®4(X) per
un qualche d | n, si ha:

X" —1= H@d(x)
d|n

cioe
log(X" —1) = > log ®4(X) .
d|n

da cui ricaviamo che:

log ®,,(X) = > pu(d)log(X T — 1)
d|n

e dunque:

O (X) = [J(xF = 1)m@
d|n
(c) & una conseguenza immediata di (b).]

3.2. Sian = p{'ps?...p¢r la fattorizzazione in primi irriducibili di n > 2 (con
e; > 1per1<i<r). Siat e C fissato. Si definisca:

wi(n) = 1 sen=1;
7 ¢, altrimentd .

Mostrare che:
(a) wy: Nt — C & una funzione moltiplicativa.
(b) >y we(d) =321 (1 +est).

[Dimostrazione. (a) & di immediata verifica. (b) Essendo w; una funzione molti-
plicativa anche o, € una funzione moltiplicativa. E facile verificare che, per ogni
primo p e per ogni intero e > 1, si ha:

w, (%) = d)=1+t+---+t=1 t.
0o (P) =Y wi(d) =1+t+ - F+i=1+et ]

dlp e—volte

3.3. Sian = p{'ps?-...-ptr la decomposizione din > 2 (cone; > 1perl <i<r)
come prodotto di fattori primi distinti. Sia £ un numero complesso fissato. Si ponga

1, sen =1;

t , altrimenti .

Mostrare che:
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(a) At :NT — C & una funzione totalmente moltiplicativa.
N AR
(b) SA(d) = 3
d|n =1
[Dimostrazione. (a) & di verifica immediata. (b) Poiché ); & totalmente moltiplica-
tiva, oy, € moltiplicativa. Non ¢ difficile assicurarsi che:
et —1

Uh(pe):ZU,\t(d)=1+t—|—t2+~--+te: —

d|p®

3.4. (Funzione di J. Liouville).
Si consideri la funzione introdotta nell’Esercizio 3.3 per ¢t = —1. Si chiama funzione
di Liouville la funzione totalmente moltiplicativa

sen =1;

(-1) , altrimenti;

dove n = p{'ps? ... p¢r & la fattorizzazione in primi distinti di n > 2 (con e; > 1 per
1 <i <r). Mostrare che:

|1, sen ¢un quadrato;
(a) g Ad) = {0, altrimenti;

(b) A1 = A= |uf;
(€) S A (d) = {

[Suggerimento: (a) Osserviamo che o € una funzione moltiplicativa perché A & una
funzione totalmente moltiplicativa. Notiamo anche che n ¢ un quadrato se e soltanto
se e; € pari, per ogni 1 <14 < r.

Inoltre, per ogni primo p e per ogni intero e > 1, abbiamo

1, sen=1;
27, altrimenti .

1, se e e pari;
ey __ _ . _1\¢ — ) )
AP =1+ (1) +1+ +(=1) {0, se e ¢ dispari .
(b) Poiché A & totalmente moltiplicativa, A=*(n) = p(n)A(n) per ogni n € N+
(Proposizione 2.10). Si noti che

1, sen=1
p(n)A(n) = ¢ (=1)"- (—17)r, see; =1, Vi b = p(n)p(n) = |u(n)|
0- (—1)(2:1:1 ei), altrimenti
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(c) Da (b) sappiamo che A=! = |u| & una funzione moltiplicativa. Inoltre, per ogni
primo p e per ogni intero e > 1, abbiamo:

ox-1(p°) = 0 (p°) = 1+ u(p)| =2 .

Si noti che oy-1 = wo (funzione definita nell’Esercizio 3.2 per t = 2), ciog, per ogni

n>1,
Z)\_l(d) =wa(n) .
d|n

n 1234567 [8[]9]10]11]12
A(n) 111111 ]-1]1]1]-1]-1
ox(n) |1]o0o]Jof1[0o]0olO]O[1]O]O]O
M) [t 1]1]ol1|1]1]o]o[1]1]0O
ov-n) 1] 222242224214
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