
Es 14 Siano E ed F due spazi di Banach.

(i) Sia T ∈ L(E, F ) (:= spazio vettoriale degli operatori lineari e continui da E in F ).
Dimostrare che

T ∗ ∈ L(F ′, E ′) , ‖T ∗‖ = ‖T‖ .

(ii) Sia T ∈ L(E, F ). Dimostrare che T ∗∗|E = T o, più precisamente, che

T ∗∗jE = jF T ,

dove jE e jF denotano le immersioni canoniche nel biduale.

(iii) Sia T : D(T ) ⊂ E → F un operatore lineare, chiuso con dominio denso. Dimostrare
che

R(T ) chiuso ⇐⇒ R(T ) = N(T ∗)⊥ .

Es 15 (i) Sia E uno spazio metrico completo e sia D ⊂ E. Dimostrare l’equivalenza
delle seguenti affermazioni:

(a) D è precompatto (cioè D è compatto)

(b) ogni successione in D ammette una sottosuccesione convergente

(c) ∀ ε > 0 esistono N sfere Bi(ε) tali che D ⊂
N⋃

i=1

Bi(ε).

(ii) Sia T ∈ K(E, F ) (:= spazio vettoriale degli operatori lineari e compatti da E in F ).
Dimostrare che se {xn} converge debolmente a x allora Txn → Tx.

(iii) Sia T ∈ L(E, F ) con E riflessivo. Se Txn → Tx per ogni successione {xn} debolmente
convergente a x allora T è compatto.

Es 16 Sia f ∈ L1([0, 2π], C) e si diano le seguenti definizioni

f̂n :=
∫ 2π

0
f(x)e−inx dx√

2π
, ∀ n ∈ Z ;

SN : f → (SNf)(x) :=
1√
2π

N∑

n=−N

f̂n einx , ∀N ≥ 0 ;

CN : f → (CNf)(x) :=
1

N + 1

N∑

k=0

(Skf)(x) , ∀N ≥ 0 ;

KN(x) :=
sen2 N+1

2 x

2π(N + 1) sen2 x
2

, ∀N ≥ 0 .
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Si dimostrino le seguenti affermazioni1.

(i) (SNf)(x) =
1

2π

∫ 2π

0
f(x + t)

sen (N + 1
2)t

sen t
2

dt.

(ii) (CNf)(x) =
∫ 2π

0
f(x + t)KN(t)dt .

(iii)
∫ 2π

0
KN(t)dt = 1 e per ogni 0 < δ < 2π, KN → 0 uniformemente su [δ, 2π − δ].

(iv) Se f ∈ L∞([0, 2π]) ed è continua in x0 allora

lim
N→∞

(CNf)(x0) = f(x0) . (Cesàro)

(v) Se f ∈ Cper([0, 2π]) (cioè f ∈ C(R) e f(x + 2π) = f(x)) allora2

lim
N→∞

‖CNf − f‖
C[0,2π]

= 0 .

(v) Se f ∈ L2([0, 2π]) allora3

‖f − SNf‖2 ≤ ‖f − CNf‖2 .

(vii) Se f ∈ C1
per([0, 2π]) (cioè f ∈ C1(R) e f(x + 2π) = f(x)) allora

f̂ ′n = inf̂n ,
∑

n∈Z
|n|2|f̂n|2 <∞ ,

∑

n∈Z
|f̂n| <∞ .

(viii) Se f ∈ C1
per([0, 2π]), allora

lim
N→∞

‖SNf − f‖
C[0,2π]

= 0 .

1Come d’uso comune, denotiamo ancora con f ∈ L1
loc(R,C) l’estensione 2π-periodica di f ∈

L1([0, 2π],C) cioè f =
∑

n∈Z
τ2πnf dove (τyg)(x) = g(x + y) è l’operatore di traslazione.

2‖ · ‖
C[0,2π] denota la norma del massimo.

3‖ · ‖2 denota la norma L2.

2


