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SOLUZIONI
mercoledi28 aprile 2004

Soluzione esercizio 1. Percalcolrel’int egraledoppio assgnato cerciamoanzi-
tuttodi scrivere il dominio di integrazicne A comeinsiemenomalerispeto all’as-
sedelley. Lintersezionetrale duefunzioni a(z) = X e (z) = 2? & chiaramente
il purto (1, 1), dunquerisulta:

<y < 2%}
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A={(z,y) €[1,2] xR:

Applicando allora il teorema per l'integraziane su insiemi normali di F (cfr.
tutoratoVII) abbiano:
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Soluzione esercizio 2. Osservamo daprincipio cheil dominio d’integragzone D

non e un insiemenormalerispetto a nessmo dei dueassi. Un mododi procedere
deltutto leggittimo potrebbeessee alloraquello di scrivere D comeuniuonedi due
insiemi normaliconinterno disgunto. Si lasci allo studentecomeutile eserczio

il compitodi caloolarein quesamanierd’int egraleassgnato. Alternaivamentesi

puoprocectre,edequdlo chefaremo, scrivendo D comedifferenzadi dueinsiemi

normali esplcitando comefunzioni della variakle z le equaioni dei quarti di

circonfererzadi raggo 1 e 2, prendamo

Dy ={(z,y) €[0,2] xR: 0 <y <+V4—2?%}
Dy ={(z,y) €[0,]] xR: 0 <y <+V1-—2?%}

erisultaalloraD = D; ~ D, . Sfruttandol'additivita dell'integrde di Riemann
abbiamo:
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Osservazione 1. Quest'integrale pud essereanchecalolato parametrizandoil
dominio D in coordinate polari ( z = pcosf ed y = psin# ). Sicondglia di
procadereancte in quedo ulteriore modo, verificando conlo swlgimentodell’e-
sercrio I'utilita del passggio a coorinatepolari perdomini a simmetriasferica.

Soluzione esercizio 3. Peril calcob di integrali in R procediamoin maniera
anal@aaquelo chesi efattopergli integrdi doppi cercheamodi scrivereduncue
il dominio B comeinsiemenormde rispetto all’assedelle z. A tal fine doblkhamo
trovareduefunzioni o(z, y) e B(z, y), definitesuunostesodominio 2 C B, tali
cherisulti

B ={(z,y,2) € A xR: a(z,y) <z < p(z,y)}

EssenddB laregionedi R® delimitatadallasferaz? +y? + 22 = 1 edalconoz =

v z? + y? risulta chiaroche a(z,y) = /22 + y? e B(z,y) = /1 — 2% — 2.
Pertrovareil dominio €2 di quese duefunzioni calcdiamo ( in manieradel tutto
analaaal casodi integrdi in R2) i purti in cui s'intersecam risolvendoil sistema:
2?4yt 27 =1
2 =+/1% + 92
Sostittendola secomla equazionenella prima otteriamo 2 + 32 = % , chee
'equaziore di unacirconfererza di raggo @ L’ integrale triplo assgnatopud
essere adesoridotto adunintegraledi duevariabili :
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dove con(2 abbianoindicatoil cerchi di ragg'o@ centatonell’ origine. A que-

sto puntorisulta utile, datala conformaziae del dominio ed anchela particolare
formadellafunzioneintegranda,l passggioacoaordinae polan. Sia
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B(p,0) = (pcosh, psinb)

esia
2
A= |0, %] x [0, 27]
risulta
D(A)=Q

Al fine di utilizzareil teoremadel cambiodi variabili oserviamoche ® verifica
le ipotesi di differenzibilita , di limitatezza e di iniettivita nell'interro di A. La
matriceJacdianadella trasfamaziore e:

T — cosf —psinf
* =\ sin@ pcosh

dunque
|det(Ja)| = p

edé sempre#£ 0 nell’interno di A.
Applichiamoallorail teoremaall’integrale prece@dntemete ottenuto
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Soluzione esercizio 4. Il triangolo di vertici (0,0) , (1,0) e(0,-1) é:
T={(zy)R:2>0y<0,z-y<1}

Vogliamoapdlicare,comesuggeito dallaparticolareformadellafunzione il cam-
bio di varialili u = ¢z +y ev = x — y. Dobbianoalloratrovarela traformazimne
® cheesprimale variabli z edy comefunzioni delle nuove variabii v e v ed
individuare quale sotinsieme A di R viene manddo in 7' tramitela ®. Dalle
equaioni
U=r+Yy

{ V= —Y
otteriamo sommaualo e sottraendo,rispettivamerie, la secondaequazone alla pri-
mae dividendoper2

z =y
{22
¥y="3
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Siaallora®(u,v) = (42, 2:%) , @ edifferenziaile, limitata e iniettivae

1
|det(Jp)| = 3 Y (u,v) € R?
Perpoterapplicareil tearemadel cambiodi variabili, restaallora da individuare
I'insieme A taleche®(A) = T'. Dalletre disequazion chedesrivono 7' ottena-
mo, andando a sosttuire ad z edy le rispetive espession in u e v, altrettante
diseqiazimni chedescivono A:

z>0 = “T“’ZO = U > —v
y <0 = 52 <0 = u<w
z—y<1l = v <1

Allora
A={(u,v) eR?: —v<u<v,v<1}={(u,v) eERx0,1]: —v <u < v}

erisulta:
//Texp (i—fZ) drdy = %//Aexp(%) dudv =
_ %/;(/j}exp(%) du) dv =
= 3 el () o ar-
et



