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Soluzione esercizio 1. Percalcolarel’int egraledoppio assegnatocerchiamoanzi-
tuttodi scrivere il dominio di integrazione

�
comeinsiemenormalerispetto all’as-

sedelle � . L’intersezionetra le duefunzioni �������
	��
 e ��������	���� èchiaramente
il punto ��������� , dunquerisulta:� 	������������ �"!#���%$'&)(+*-, �� . � . � �'/
Applicando allora il teorema per l’integrazione su insiemi normali di * � (cfr.
tutoratoVII) abbiamo:01032 ��54�6 � 6 � 	 0 �� 7 0 
�89: ��54 6 �<; 6 �=	 0 �� �">@? �$A� �CB 
�89: 6 �+		 0 �� �ED�? �$A�GFIH � �$KJ�6 �=	 0 �� � 4$ ? �$A��4 6 �L		 > � FM H �N � � B � � 	ODG$ H ���PQJ ?RD �M H �N J 	 $TS��P
Soluzione esercizio 2. Osserviamoda principio cheil dominio d’integrazione U
non è un insiemenormalerispetto a nessuno dei dueassi. Un mododi procedere
deltutto leggittimo potrebbeesserealloraquello di scrivere U comeuniuonedi due
insiemi normalicon interno disgiunto. Si lascia allo studentecomeutile esercizio
il compitodi calcolarein questamanieral’int egraleassegnato.Alternativamentesi
puòprocedere,edèquello chefaremo,scrivendo U comedifferenzadi dueinsiemi
normali; esplicitando comefunzioni della variabile � le equazioni dei quarti di
circonferenzadi raggio 1 e 2, prendiamoU � 	V����������� �W! X5�%$'&Y(+*-,ZX . � .�[ N ?\� � /U � 	V����������� �W! X5���]&Y(+*-,ZX . � . [ �^?\� � /
e risulta allora U_	`U �Za U � . Sfruttando l’additività dell’ integrale di Riemann
abbiamo:
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0103b � 6 � 6 � 	 0
05b 9 � 6 � 6 �c? 0�05b 8 � 6 � 6 �d		 0 �e 7 0gf Fih 
 8e � 6 �5; 6 �K? 0 �e 7 0jf � h 
 8e � 6 �C; 6 �+		 0 �e � [ N ?k� � 6 �l? 0 �e � [ � ?k� � 6 �L		 >�? �m=n N ?k� �poGq8 B �e H > �m+n �Z?r� �po�q8 B �e 	 Mm ? �m 	 Sm
Osservazione 1. Quest’ integrale può essereanchecalcolato parametrizzandoil
dominio U in coordinate polari ( �s	utwvixTyGz ed �{	utwy}|�~ z ). Si consiglia di
procedereanche in questo ulteriore modo,verificando con lo svolgimentodell’e-
sercizio l’ut ilità del passaggio a coordinatepolari perdomini a simmetriasferica.

Soluzione esercizio 3. Per il calcolo di integrali in * 4 procediamo in maniera
analogaaquello chesi è fattopergli integrali doppi; cerchiamodi scriveredunque
il dominio � comeinsiemenormale rispettoall’assedelle � . A tal fine dobbiamo
trovareduefunzioni ����������� e �w�������3� , definitesuunostessodominio �s�g*�� , tali
cherisulti ��	������������}�C� ���s(=*-,������������ . � . �w��������� /
Essendo� la regionedi * 4 delimitatadallasfera � � H � � H � � 	�� edalcono �c	[ � � H � � risulta chiaroche �w�������3�l	 [ � � H � � e �����������K	 [ � ?r� � ?k� � .
Pertrovareil dominio � di queste duefunzioni calcoliamo ( in manieradel tutto
analogaal casodi integrali in *G� ) i punti in cui s’intersecano risolvendoil sistema:� ��� H �5� H �T�^	���I	 [ � � H � �
Sostituendo la seconda equazionenella prima otteniamo �%� H �5�j	 �� , che è

l’equazione di unacirconferenza di raggio
f �� . L’ integrale triplo assegnatopuò

esserre adessoridotto adun integraledi duevariabili :0�0103� � n � � H � � o 6 � 6 � 6 � 	 0103� 7 0{� � h 
 8 h�� 8� 
 8�� � 8 � 6 � ; n � � H � � o 6 � 6 ��		 0103� n � � H � � o > �T�$ B � � h 
 8 h�� 8� 
 8�� � 8 6 � 6 �d		 �$ 0
0C� n �Z?W$A� � ?W$A� � o n � � H � � o 6 � 6 �
dove con � abbiamo indicatoil cerchio di raggio

f �� centratonell’ origine. A que-
sto puntorisulta utile, datala conformazione del dominio ed anchela particolare
formadellafunzioneintegranda,il passaggioa coordinate polari. Sia
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� ��t��}z���	���t�vixTyGz3��t�y}|�~ z��
e sia � 	_��X5� � $${� (W! X5�%$���&
risulta � � � �
	s�
Al fine di utili zzareil teoremadel cambiodi variabili osserviamoche

�
verifica

le ipotesi di differenziabilità , di limitatezza e di iniettività nell’i nterno di
�

. La
matriceJacobianadella trasformazione è:��� 	OD vixTyGz ? t�y}|�~<zy}|�~ z twvixTy�z J
dunque �@�3�p� � ��� � � 	�t
edè sempre�	 X nell’ interno di

�
.

Applichiamoallora il teoremaall’in tegraleprecedentemente ottenuto0�010 � � n � � H � �po 6 � 6 � 6 � 	 �$ 0
0 � n �Z?W$A� � ?W$A� �io n � � H � ��o 6 t 6 z¡		 �$ 0
0C2 n �^?r$At ��o t 4 6 t 6 zI		 �$ 0�¢ 88e D 0 ��£e t 4 ?W$At�¤ 6 z J 6 t�		 � 0�¢ 88e t 4 ?W$At ¤ 6 tc	 �j> t FN ? t�¥m B ¢ 88e 	 �N M
Soluzione esercizio 4. Il triangolo di vertici �¦X5�}X§� , �����}X§� e �¦X5��?¨��� è :© 	�������������* � , �Eª{X5��� . X5���l?k� . � /
Vogliamoappllicare,comesuggerito dallaparticolareformadellafunzione, il cam-
bio di variabili «L	�� H � e ¬­	��I?�� . Dobbiamoallora trovarela trasformazione�

cheesprima le variabili � ed � comefunzioni delle nuove variabili « e ¬ ed
individuarequalesottinsieme

�
di *3� viene mandato in

©
tramite la

�
. Dalle

equazioni � «+	�� H �¬�	��l?k�
otteniamosommando e sottraendo,rispettivamente, la secondaequazionealla pri-
mae dividendoper $ � �L	`® ��¯���	`® h ¯�
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Siaallora
� ��«���¬3��	 n ® ��¯� � ® h ¯� o ,

�
è differenziabile, limitata e iniettiva e�@�3�p� � ��� � � 	 �$ ° ��«���¬5�L�=* �

Perpoterapplicareil teoremadel cambiodi variabili, restaallora da individuare
l’insieme

�
taleche

� � � � 	 © . Dalle tre disequazioni chedescrivono
©

ottenia-
mo, andando a sostituire ad � ed � le rispettive espressioni in « e ¬ , altrettante
disequazioni chedescrivono

�
:±²´³ �EªµX ¶ ® ��¯� ªgX ¶ «·ª-? ¬� . X ¶ ® h ¯� . X ¶ « . ¬�l?\� . � ¶ ¬ . �

Allora� 	�����«���¬5� �=* � ,¸? ¬ . « . ¬G�G¬ . � / 	�����«���¬3� �+*s(k! X5���]&�,¸? ¬ . « . ¬ /
e risulta:010�¹ �iºC» D � H ��K?r� J 6 � 6 � 	 �$ 010 2 �iºC»+¼ « ¬�½k6 « 6 ¬�		 �$ 0 �e D 0 ¯h ¯ �iºC»=¼ « ¬�½k6 « J 6 ¬­		 �$ 0 �e ¬=¾ �iº5»+¼ «¬ ½k6 «�¿ ¯ h ¯ 6 ¬­		 �$ 0 �e ¬+DGÀZ? �À J�6 ¬�	 �N D�À^? �À J
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