AMS3 - Soluzioni del Tutorato V - Mercoledi 24 marzo 2004 d.C.

1. Tramite separazione di variabili otteniamo
. 142® + 122 + 2823 4 5022 + 672 + 61
T (24 32 (a + 22 ’
N 1 / 1425 + 122* + 2823 + 5022 + 67x + 61 i
y (224 3)2 (x +2)?
1425 + 122* + 282% + 5022 4+ 67¢ + 61 \
=y =— dx .
(/ (24 3)2 (x +2)? )
Ci siamo cosi ricondotti alla soluzione dell’integrale indefinito che com-

pare al secondo membro. Cerchiamo una scomposizione della funzione

razionale integranda in fratti semplici della forma :

A B Cx+D Ex+F .
z+2 + (z+2)2 + x2+3 + (x2+3)2 7

1425 +1224+2823 45022 +67x+61

(2213)2 (2122 ot-

Eguagliando tale espressione alla funzione
teniamo i valori dei coefficienti :

A=3, B=-1,C=2, D=-1, E=0, F=T7.
Possiamo ora calcolare agevolmente l'integrale :

1425 4+ 122* + 282° + 5022 + 67z + 61
/ (2% +3)* (x +2)

/ 3 1 +2$—1+ 7 J
= —_ xr =
r+2 (z+2)2 2243 (22+43)?

1 dx dx
=31 2l + —— + In(x? +3) — 7 —.
n |z + |+x+2+n(ac+) /x2+3+ /(x2+3)2

/ du _1/—dx —Larctan(i>+[(
2 +3 3 (1)2“ V3 V3 '

V3
, dx 1 3 1 [3+4 2% —2?
——— = | ————dx =< | —————dz =
(22 +3)2 3 ) (224 3)? 3 (22 + 3)?
1 3+ 22 1 x? 1 dx 1 x?
S R U P (S S (L
3J) (22+3)? 3J (z2+3)2 3) 2243 3 ) (22+3)?
22 1 2x 1 d 1
S e . B M R (I dr =
/(.7:2—1—3)2 v 2/(w2+3)2$ v 2/daz( x2+3> T

B 1 xT +1/ dx
22243 2/ 243"

dr =




2. Risolvendo per separazione di variabili ’equazione differenziale omoge-
nea associata

y+ety=0
otteniamo la soluzione generale

yo = Ke™®" .

Applichiamo ora il metodo di variazione della costante cercando una
soluzione dell’equazione data della forma y* = c(z)e"

y* + eyt = e cos?(e?) =

= d(x)e " —c(x)e T + c(x)e” T = e cos?(e”) =
= d(x) = e® cos?(e?)e”

Integrando otteniamo

c(x) = /0052(ex)eezexdx ,

ovvero, tramite la sostituzione t = e*,
c(x) = /0082 te' dt .
Utilizzando la formula trigonometrica cos®t = $(1 4 cos(2t)) abbiamo

1 1
/COSQtetdtZ /éet dt+/§cos(2t)et dt =

1 1
= iet + 3 /cos(Zt)et dt .

/COS(Qt)et dt = cos(2t)e" + Q/Sin(Qt)et dt =
= cos(2t)e’ + 2sin(2t)e’ — 4 / cos(2t)e' dt =

1
= /COS(Qt)et dt = get(cos(%) + 2sin(2t)) + J .

Prendendo ¢(z) = e (1+ £(cos(2t) + 2sin(2t))) , dove t = e” , abbia-
mo che la soluzione generale ¢ data da :

y=yo+y =Ke +1(1+£(cos(2e”) + 2sin(2e7))).

3. L’equazione omogenea associata ha polinomio caratteristico
A2 — 4N +29=(AN—2+5))(AN—2—5i) .

La sua soluzione generale e quindi



Yo = K1e*sin(bz) + Koe cos(bx) .

Applichiamo il metodo di variazione delle costanti: sia

y* = c1(x)e* sin(bx) + co()e** cos(5r)

una soluzione dell’equazione differenziale data .

Imponendo la condizione aggiuntiva

) (x)e*® sin(5x) + dy(x)e?® cos(bx) = 0

avremo

y* = c1(2)e?®(2sin(5z) + 5 cos(5x)) + co(x)e?®(2 cos(5x) — 5sin(5r)) =
= 2y* + 5e**(c1 () cos(5x) — co(x) sin(5x))

y* = 2y* + 10e?*(cy () cos(5x) — co(x) sin(5x)) +

+5e22(c) (z) cos(bx) — 5ey (x) sin(hx) — ¢y (z) sin(5x) — bea(x) cos(5z)) =
= 4y* — 29y* + 5e**(c] () cos(hx) — ch(x) sin(5x))

v — Ayt + 29y = 1 = 5e*(c)(x) cos(bx) — ch(x) sin(hz)) =1 .

Consideriamo ora le due condizioni
i (@) cos(bx) — dy(x) sin(bz) = te2*  (I) .
) (z)e** sin(bx) + ch(r)e** cos(bx) =0 (II)
tramite opportune combinazioni lineari otteniamo

() (005(53:) + Sln2ﬂ) =ie™® (I + I1tan(5z))

cos(5x) 5

() (008(590) + Sin2(5x)) = —te 2 (II — Itan(5z))

cos(bx) 5
da cui
¢ (x) = te7" cos(5x)
h(x) = —te > sin(5x)

ed integrando due volte per parti determiniamo (a meno di una costan-
te)

¢1(x) = gze (5 sin(5x) — 2 cos(5x))

co(r) = e (5 — 2sin(5x))

145

La soluzione e dunque
Yy ="y +y",con

y* = 5 [5(sin® (5 ) +cos? (b)) —4 sin(5x) cos(5x)] = 1z [5—4sin(5x) cos(5z)]



4. Siamo nel caso di un’equazione differenziale di Bernoulli.
L’equazione omogenea associata, risolubile per separazione di variabili,

ha soluzione
_ 1
Yo = Ke 227 .

1

Sia y* = ¢(x)e” 222 una soluzione dell’equazione data.

1

+ He(z)e =2,

y* = (x)e 2

2x+43 2x+3

. * 2 . 22 _2
yr— U= 332;2 Inz y* = d(z)e 22 = 632;2 Inz ct(z)e” =2 =
= @) _ ﬁlnx

ctz) — 322 :

Integrando otteniamo

1
x

—3631(1) = f%lnxdw = f% (—%) Inxdr =

1 1
_ _e€ezx _ ez 1 .
o 3 Inz f3x2;tdx7

tramite la sostituzione ¢t = % calcoliamo

1

[&ide=—3 [e'tdt = —Le't + 3e .

Abbiamo dunque :

1 1 L _é 1
@) = §<ex1nx — +6x> =

= c(z) = (e%(lnﬁ 1 1))_;’ ,

da cui si trova la soluzione y = yo + y* .



