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Esercizio 1. Poichè
�

ècontenutanelpiano �������	��
� , in ognipunto ��� � il
versorenormale

����
coincideconunversorenormale al piano

���� 
 � ���� �����	�������
oppure conil suoopposto

��� 
 � �� � �!���������	��� . Scegliamoper
�

l’or ientamento

datoda
��"� 
 ���� ecompatibilmenteconquesto diamosu # � l’orientamento dato

dallaseguenteparametrizzazione:$ �&% �'
 �&(*),+�% � +.-0/1% ���2� (*),+3% � +4-0/2% �
Siaallora

�5 
 � ���6�7�8�9�7���9� il campovettorialeassociatoall’ 1-formadifferenziale
di cui viene richiestal’integrazione su # � abbiamo:�5;: $ �=< �>
 �&(*),+�%�� �2� (*),+6% � +.-0/2% �?� +4-0/1%3� �@� (*),+6% � +.-0/2% �?� (*),+6%A+.-0/2% �
edinoltre B$ �=< �A
 � � +4-0/2% � (*),+�% � +4-0/1% � (*),+�% � per CED %GF�H
dunque: IKJ�L6M �N�AO,�E�P�K�>O,�!�Q���RO��"
 I  TSU �5V: $ �=< �XW B$ �=< �8O % 

 I  TSU (*),+�%A+4-0/1%3�&+.-0/2% � (*),+3% �8O % 
ZY +4-0/ � %[ � (*),+ � %[ \  TSU 
]C
Perapplicareinvece il teoremadi Stokeseverificarel’uguaglianzadeiduerisultati
calcoliamo anzitutto il rotoredel campovettoriale

�5
:

rot
�5 
]^9_a`cbd �e � �e  �e �#Gf #Gg #�h��� �8� ���

ij 
 � �k�l�6� �e�� � � �m�n�6� �e� 
edessendo

�� � 
 � ��o� �����!������� il versore normalea
�

abbiamoIKJ�L M �N�AO,�E�Q�K�AO,�!�Q���RO��"
 IKL rot � ���9�7�K�9�7���9�'W ��p� O�qr

 I9L�s [[ � �t�n�N�7�m�n�N�4CG�XW � �����!�������8O�ql
 I9L C�
]C
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In conclusione osserviamochescegliendol’alt ra determinazione della normalea�
avremmoottenuto ugualmente rot � �N�9�7�K�9�7�3�6�uW ��� 
vC e dunque lo stesso

risultatofinale.

Esercizio 2. Sia
�5 
xw g�zy h.{ �7� � �G|4}2�n�N�4���Q�  a~ il campovettoriale assegnatoe�

, � e � rispettivamente la semisfera unitaria nel semispazio ���o�]C8� , il cerchio
e la circonferenzadi raggio � . Osserviamo preliminarmenteche

��� � è una
superficie chiusadi � � edandiamo adanalizzarei quesiti proposti:

1. Per calcolare l’in tegrale assegnato, dal momentoche
�5

è piuttosto com-
plicatae cheil calcolo diretto dell’ integrale richiederebbecalcoli eccessivi,
utili zziamoil teoremadelladivergenza.

Siaallora ��
�� � ���7�N�4�����o� � <������ �  �Q�  ���  D���������C8� abbiamoche#3��
 ��� �
e sia

�� la normaleesternaad � , sappiamodal teoremadella divergenzacheI9�G��� �5 W �� OGq  
 I8� div
�5 O�q �

dove con O�q � indichiamol’in tegraledi volumee con OGq  quello superfi-
ciale. Calcoliamo la divergenzadel nostro campovettoriale:

div
�5 
 �� �0� � # 5

�
#3� � 5 � 
�!�����@
]C

e dunque: I ���G� �5 W �� OGq�
]C
Sfruttandol’additività dell’integraleotteniamoche:I � �5 W �� O�qr
� I � �5 W �� OGq
dove però il calcolo dell’i ntegrale al secondo membroè decisamentepiù
immediato di quello inizialmenterichiesto. Osserviamo che

�� è il versore
normale esterno alla superficie � , per cui su � risulta

�� 
 � CK�4CK���!��� . Pa-
rametrizziamo � in coordinatepolari �= �(*),+3% �  �+4-0/2% �4CG� con C�D   D¡� eCED %¢F�H edabbiamo:I � �5 W �� OGqr
 I � �@�	�n�  O�qr

 I  TSU £ I �U �   � (*),+  % O  �¤ O % 
¥� �¦ I  TSU (*),+  % O % 
¥� H ¦
e dunquerisulta: I9� �5 W �� O�qr
 H ¦
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2. Per calcolare l’integrale assegnato è sufficiente applicare la definizione di
integraledi 1-formedifferenziali su curve orientate. � y è la curva di para-
metrizzazione $ �&% �A
 �&(*),+�% � +4-0/1% �4CG� con CED %¢F�H
percui: IG§ Mu¨ � ©ª 
 I  TSU 5 � $ �&% �7�pW B$ �&% �8O % 

 I  TSU �&+4-0/2% ��� +.-0/1% � (*),+  % �pW � � +.-0/2% � (*),+3% �4CG�8O % 

 I  TSU � +4-0/  % � +4-«/2%'(*),+3% O % 
� H

3. Percalcolarel’integralerichiestobasta osservarechel’or ientazionepositiva
di � è compatibile con l’ori entazionedella normaleesterna

�� a
�

, per cui
applicando il Teoremadi Stokesedutilizzandoil puntoprecedentesi ha:I �

rot
�5 W �� O�qr
 IG§ M ¨ � ©ª 
� H

Esercizio 3. Indichiamocon
� y

la superficie del solido � orientatasecondola
normaleesterna

���¬
e calcoliamo

div
�5 
 ##3� 5 � � ##3� 5  � ##�� 5 � 

�2� +4-0/� �®���9���� +4-0/¯� �E�Q�6�'
 � �k�l�6� +4-0/� �E�Q�6�

Applicandoil teoremadelladivergenzaabbiamo:° L M � �5 �A
 I J�L M �5 W ���¬ OGq  
 I9� div
�5 OGq � 

 IAI � £ � �k�n�9� +.-0/� �®�Q�6� I f y gU OG� ¤ O,�uO,��

 IAI � � �  �n�  � +4-0/� �c�Q�9�8OG��OG�

dove �	� � ���7�6�¢�n�  <?�����²± � ± D]�PD F � ± � ± � e dove abbiamousatola formulaper
integrali iterati in � � considerando � comedominionormalerispetto all’asse � .
Percalcolarel’integralecosìottenuto operiamo il cambiodi variabili³ � ���7�6�A
µ´·¶ 
 �®�Q�¸ 
 �m�n� con ± ^6_a` � ³ � ± 
 �F
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senzasoffermarci sui dettagli di questo cambio di coordinatedal momentocheè
statogià affrontatopiù volte in passatocondovizia di particolari (cfr. tutorato8).
Dunqueessendo �·
 ³ � � � dove

� 
µ� � ¶ � ¸ �¹�n�  <������ CºD ¶ D F �3CoD ¸ D F �
risulta: IAI8� � �  �n�  � +4-0/� �E�Q�9�8OG��OG�E
 �F IAI9� ¶ ¸ +4-0/ ¶ O ¶ O ¸ 

 �F I  U ¸ O ¸ I  U ¶ +4-«/ ¶ O ¶ 
 �F Y ¸  F \  U I  U ¶ +4-«/ ¶ O ¶ 

 »¼� ¶ (*),+ ¶6½  U � I  U (*),+ ¶ O ¶ 
 +4-0/�F � F�(*),+¾F
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