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Soluzione esercizio 1. Si ponga��������	��
 ��������� ����
 �� � ����� ������� �� 

e sia � � �  �� l’1-f ormadifferenziale associata al campovettoriale

��
; si verifica

agevolmenteche
������ ! 


e rot
��"�$#

ed altrettandofacilmente si può notare
che: �%�'&)(

con
(*� � � � � 


percui � �,+-( risulta essereuna1-formaesatta in tutto lo spazio. Pertanto, come
coseguenzadel teoremadi Stokeso alternativamente comeconseguenzadel fatto
chese � è esatta suun dominiostellato . si ha:/�0 � ��#

perogni curva chiusa 1324.
abbiamoche 5 076 � nondipendedalparticolarecamminosceltomaesclusivamen-

te dal punto iniziale 8  ��9!:�;<:�;=#�>
e daquello finale 8 � ��9!:�;<: 6? ��@ > . SiaalloraACB

il segmento cheunisce 8  e 8 � avente la seguenteparametrizzazione:��  � �� � � 6? ��@ED �� 
 #)F D FG:
si ha: HJIJKB�LEMON /�0P6 � � HJIJKBQLEMON /SR<6 � � HJIJKB�LTMON / U �49 A 9 D >V>XWZYA 9 D >�+ D �� HJIJKB�LEMON / U\[ 9 ��@ >S]

6 D 
 ; � 9 ��@ >S]6 D 
 ; � 9 ��@ >�^6 D �	_ W�9`#�;=#�; 6? ��@ >�+ D �� HJIJKB�LEMON / U � 9 ��@ > ]
6 D � + D � HaIJKBQLEMON 9 ��@ > ]6 �b:

Soluzione esercizio 2. Calcoliamo separatamente l’in tegraledi � sulle tre curve1�c per d �e:�; � ; � . Osserviamochesui punti di 1  si ha
�gfh#

percui:/S0ji � � /�0<i � ��g� : + �k�l� �
HJm 9!: �n� >�+��
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Adesso, poichè 1  è contenutanel piano � � e l’1- forma differenziale o ^p M  + �q�� � HJm 9!: �r� >�+�� è esattanell’insieme s 9 � ;V�t> DPuwvxu��zyG{ :�| , conprimitiva�}9 � ;V�~>��h� � H��Q� 9!: �n� >
possiamoconcludere che:/S0<i � �h�}9`#�;=#�> { �}9!:�;=#�>��h#

Parametrizziamoorail segmento 1 � nel seguente modo:1 � 9 D >�� D �� 
 #}F D F,:
cosìdaottenere che: / 0 ^ � ��#
(per il semplicefatto che

�'� 1 � 9 D > , dove
��9 � ;V��;=�S>�� [ o ^p M  ; � �

HJm 9!: �r� >7; � � _ ,

è il vettore nullo).
Infine consideriamo la curva 1 
 cheuniscei punti

9`#�;=#�;<:j>
ed
9!:�;=#�;=#�>

chepuò
essere cosìparametrizata:1 
 9 D >�� D ��QX� 9!: {�D > �� 
 #kF D FG:
e otteniamo: /�0 ] � � / U D 9!: {�D >	9 { :j>�+ D � / U D � {�D � { :�
In conclusione, sfruttandol’ additività dell’ integraledi 1-formedifferenziali, ab-
biamo: /S0 � � /S0ji � � /�0 ^ � � /�0 ] � � { :�
Soluzione esercizio 3. Cominciamocol ricordarela validità delleseguenti propo-
sizioni:

Proposizione 1. Sia � � una1-formadifferenziale di classe
� 

( cioèil cui campo
vettoriale associato

�
sia

� 
) esatta su .$�  B aperto� � � è chiusain . ,

ovvero
�

verificala seguente identità:� � c� ��� � � � �� � c � d ;��k�b:�; u�u�u ;V�
L’implicazione inversa è valida invece sottoopportuneipotesi aggiuntive che

la seguenteproposizionedescrive:
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Proposizione 2. Sia . un aperto stellato di
 B

ed � � una1-formadifferenziale
chiusa in .�� � � è esatta su . .

Inoltre se . è stellato conpolo � U allora � � �h+�( dove
(�9 � >�� 5j�Q� p<�7� pj� � �

e � 9 � U ; � > indicail segmentocheuniscei punti � U ed � .

Osserviamo che quest’ulti ma proposizione restavalida se sostituiamo l’ipo-
tesi che . sia un aperto stellato con quella di essere un aperto semplicemente
connesso.

Ricordiamoinfine unacaratterizzazionedelle 1-formeesatte:

Proposizione 3. � � èesattasu . aperto connessodi
 B�� 5 0 � � �'# perogni1 curva chiusae semplice in . .

Tantopremessopassiamoall’analisi dell’esercizio risolvendoi quesiti proposti:

1. Consideriamol’1-f ormadifferenziale assegnata

� 9 � ;V�t>��   � 
 {�� � ��¡T+ �)�   � 
 { � � � ¡T+��9 � � � � � > � �� . 9 � ;V�t>-+ �}�r¢ 9 � ;V�~>-+��
e osserviamocheessaè definita su

 �g£ #
e non puòessere estesa aduna

1-formadifferenzialedefinitasututto
 �

dal momentochesia . 9 � ;V�t> che¢ 9 � ;V�t> non sono continue nell’origine (ad esempio perchè sonofunzioni
razionali omogeneedi grado { : ). Per verificareche � è chiusa occorre
mostrare che �� ��. 9 � ;V�t>�� �� � ¢ 9 � ;V�t>
La verificaè immediata,datala simmetriatra . e ¢ , edè lasciata allo stu-
dente. Allora abbiamoche � èchiusamaciò nonci permettedi concludere
cheè anche esattavisto che

 �T£ #
nonè un sottinsiemestellato (netanto-

menosemplicementeconnesso)di
 �

e dunquenonsiamonelle condizioni
di poterapplicarela Proposizione � .

2. Sia ¤ y # e sia 1�¥ � � � ¢ ¥ la curvaunacui parametrizzazioneè:¦ ¥ 9`§S>��©¨ � � ¤«ª ��¬ §�)� ¤ ¬=IJm §
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con
#)F ¤® ��@ . Calcoliamol’int egraleassegnato:/�0°¯ � � / �!±U 9 ¤ ¬=IJm §S> 
 { 9 ¤²ª ��¬ §�> � ¤ ¬=Iam §¤´³ +µ9 ¤²ª ��¬ §S> �� 9 ¤²ª ��¬ §S> 
 { 9 ¤ ¬=Iam §�> � ¤²ª ��¬ §¤´³ +µ9 ¤ ¬=IJm §S>��� / �!±U 9 ¤ ¬°IJm §S> 
 { 9 ¤²ª ��¬ §S> � ¤ ¬=IJm §¤ 
 9 { ¬°IJm §S> �
� 9 ¤²ª ��¬ §S> 
 { 9 ¤ ¬=Iam §�> � ¤²ª ��¬ §¤ 
 ª ��¬ §�+�§²�� / �!±U   { ¬=Iam ³ § � ª ��¬ �¶§ ¬=IJm �O§�¡ �   ª ��¬ ³ § { ¬=IJm �¶§ ª ��¬ �O§�¡E+�§«�� / �!±U   ª ��¬ ³ § { ¬°IJm ³ §�¡·+S§T�� / �!±U   ª ��¬ � § { ¬°IJm � §�¡   ª ��¬ � § � ¬=IJm � §�¡E+�§«�� / �!±U   ª ��¬ � § { ¬°IJm � § ¡ +S§T� / �!±U ª ��¬ � §�+S§T�h#

3. Siaora 1 unaqualsiasicurva chiusaesemplice in
 ��£ s #�| cherappresenti

il bordodi undominio contenente l’ori gine(sostanzialmetetaleche"compia
un giro attorno all’origine"). Peril teoremadi Jordan(la cui dimostrazione
è molto difficile mail cui enunciato è estremamnte"intuitivo"), la curva 1
divide il pianoin dueregioni aperte,unainternalimitata edunaesterna illi-
mitata.Sia ¸ la regioneinternaallora,visto che 1 è il bordo di un dominio
contenente l’or igine,

#G� ¸ . Siccome ¸ è un aperto, esisterà ¤ y # suf-
ficientementepiccolo tale che ¢ ¥ 9`#�> 2%¸ (cioè la nostra regione contiene
un disco chiuso di centro l’ori ginee raggioopportuno). Seconsideriamola
regione ¹ � ¸ £ ¢ ¥ 9`#�>
la cui frontiera è

� ¹ � 1�º � ¢ ¥ � 1»º¼1�¥ , utili zzando il teoremadi
Stokes(o meglio un suocasoparticolarein

 �
rappresentatodal teoremadi

Gauss-Green) edil fatto che � è chiusa, risulta :/~½<¾ � � /�0x¿�07¯ � � /�¾rÀ �� � . 9 � ;V�~> { �� � ¢ 9 � ;V�t>�ÁÂ+ � +��k�h#
e dunque: /S0 � � { /S0 ¯ �
e peril punto precedente possiamoconcludereche/�0 � �'#
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perogni curva 1 chiusae semplice in
 �T£ s #�| cherappresenti il bordodi

un dominiocontenentel’ori gine.

4. Vogliamoora mostrare che � 9 � ;V�t> è esattautilizzandola Proposizione � .
Abbiamovisto nel punto precedente chese 1 è unacurva chiusae sempli-
ce che"compie un giro attorno all’origine", allora l’integraledell’1- forma
assegnatalungo il cammino 1 vale

#
. Restaallora da analizzareil caso

in cui 1 è unacurva chiusa cherappresentail bordodi un dominio di
 �

non contenentel’orig ine; si puòmostrare che 1 è contenutain un sottodo-
minio stellato di

 �²£ s #�| (taledimostrazionepotrebbepresentare qualche
difficoltà tecnico-formale ma è semplice convincersi della validità dell’af-
fermazione);sutalesottodominiovalel’equivalenzatra esattezzae chiusura
percui la nostra � 9 � ;V�t> è esattaessendo ivi chiusa e dunquel’integralesu
ogni camminochiuso è nullo.

Concludiamodunqueche � 9 � ;V�t> è esattasu
 � £ s #�| e dunque ammette

unaprimitiva; esiste dunque
(�9 � ;V�t> taleche � �%+�( ovvero talechesono

verificate le seguenti equazioni alle derivate parziali:ÃÄÄÅ ÄÄÆ
½½ p (�9 � ;V�~>�� . 9 � ;V�t>�� o ]PÇ p ^ o� p ^ M o ^ � ^½½ o (�9 � ;V�t>�� ¢ 9 � ;V�t>�� p ] Ç o ^ p� p ^ M o ^ �a^

Potremmoallora integrarele dueequazioni alle derivateparziali e trovare
unatale

(
. É peròpiù conveniente, datala natura di questeequazioni, stu-

diare il problemaconl’ausilio dellecoordinatepolari. Supponiamoalloradi
conoscereunaprimitiva

(
della nostra 1-forma differenziale � e definia-

mounanuovafunzione È ottenutaesprimendola
(

in coordinatepolari nel
seguentemodo: È 9ÊÉC;=§S>Ë�'(�9ÊÉ ª ��¬ §t;VÉ ¬=IJm §�>
Vediamoquali condizioni sulla È impongono le condizioni sulle deriva-
te parziali della

(
, utilizzandola regola di differenzianzione di funzioni

compostein
 B

:È�Ì � �� É (�9ÊÉ ª ��¬ §~;VÉ ¬=IJm §S>��� �� � (�9ÊÉ ª
��¬ §~;VÉ ¬=IJm §S> ª ��¬ § � �� � (�9ÊÉ ª ��¬ §~;VÉ ¬=Iam §S> ¬=IJm §«�� 9ÊÉ ¬=IJm §S> 
 { 9ÊÉ ª ��¬ §S> � É ¬=IJm §É ³ ª ��¬ § �� 9ÊÉ ª ��¬ §S> 
 { 9ÊÉ ¬=IJm §S> � É ª ��¬ §É ³

¬=IJm §T�
� ¬=Iam § 
 ª ��¬ § { ª ��¬ § 
 ¬°IJm § � ª ��¬ § 
 ¬°IJm § { ¬=IJm § 
 ª ��¬ §É �h#
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edanalogamenteotteniamounaequazioneperla variabile
§
:ÈQÍ � �� § (�9ÊÉ ª ��¬ §~;VÉ ¬=Iam §�>��� �� � (�9ÊÉ ª

��¬ §~;VÉ ¬=IJm §S>	9 { É ¬=IJm §S> � �� � (�9ÊÉ ª ��¬ §t;VÉ ¬=IJm §�>	9ÊÉ ª ��¬ §�>X�� 9ÊÉ ¬=IJm §S> 
 { 9ÊÉ ª ��¬ §�> � É ¬=IJm §É ³ 9 { É ¬=IJm §S> �� 9ÊÉ ª ��¬ §S> 
 { 9ÊÉ ¬=IJm §�> � É ª ��¬ §É ³ 9ÊÉ ª ��¬ §S>���   ¬=IJm 
 § { ª ��¬ � § ¬=IJm § ¡ 9 { ¬°IJm §S> �   ª ��¬ 
 § { ¬=IJm � § ª ��¬ § ¡ 9 ª ��¬ §S>��� { ¬=IJm ³ § � ª ��¬ �¶§ ¬°IJm �O§ � ª ��¬ ³ § { ¬°IJm �¶§ ª ��¬ �O§T�� ª ��¬ ³ § { ¬=IJm ³ §T�   ª ��¬ � § { ¬=Iam � § ¡   ª ��¬ � § � ¬=IJm � § ¡ �� ª ��¬ � § { ¬=IJm � §T� ª ��¬ � §
Dalla prima equazioneotteniamo che È non dipendedalla variabile

É
(è

costanterispetto adessa)edintegrandola secondanellavariabile
§

risulta:È 9ÊÉµ;=§S>��
¬°IJm � §�

In conclusionedobbiamoricavarela
(

riscrivendola È in coordinatecarte-
siane,cioè in termini di

É ª ��¬ § e
É ¬=IJm §

; abbiamoche:È 9ÊÉC;=§S>��
¬=IJm � §� � � ª ��¬ § ¬=IJm §� � ª ��¬ § ¬=Iam §²�� É ª ��¬ §gÉ ¬=IJm §É � �G(�9ÊÉ ª ��¬ §~;VÉ ¬=IJm §S>

e dunquerisulta: (�9 � ;V�~>�� � �� � � � �
e si può facilmenteverificarechequestaè effettivamenteunaprimitiva per� .
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