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Soluzione esercizio 1. La curva � èespressain coordinatepolari dallacondizione:�������	��
���������������
percui hala seguenteparametrizzazione:�	�����	��������������������������������� �!��� �#"%$ &'�)(+*�,
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Allora abbiamo:F �G�H�;�JI :KL (+
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!I KL ����� �( M �P�RQ+
TSU���6� � (�V KL �RQ+

Soluzione esercizio 2. La curva � è ottenuta intersecando il cono di equazioneW : �X(+Y : �[Z:+\ : con il piano Y]�^W_3`� percui sostituendo l’espressionedellaY nellaprimaequazione otteniamo:W : �R(���W/3a�b� : � \ :( c W : 3dNeWf3d(7� \ :( ��& c g Wf3%(C (ih : �Dj \ (lk : �X�
Ricaviamo allora da questa equazionee da quella riguardante la variabile Y una
immediataparametrizzazionedi �

�0�����	� mnpo W ��(7� C (0�������\ ��(0���6�>�Y �`W0�����03q�r�X�1� C (	�������
con �#"d$ &'�)(+*l� . Abbiamodunque:
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-s.�0����� - � - �3rC (	�)� �?����(0�����2�t��3uC (0��� �!��� - �R(
e quindi in conclusione:

Iwv W \ : M�x �R( I :KL �U(7�aC (	�����2�����U(0��� �!��� : M �B�� �zy;I :KL ���6� : � M �r�qQ�C (;I :KL �����2�	��� � : � M �{�i|}|}|'�X�zy+*
Soluzione esercizio 3. Parametrizziamoinizialmente,comerichiesto,il cono ~
comegrafico di una funzione � avente dominio in � : . La scrittura di ~ come
forniita nel testosuggeriscela scelta di � ���l�=���4� C � : �8� : . Abbiamoallora la
seguenteparametrizzazione(o pseudo inclusione) :

~ ���l�=���;� mn o W ���\ ���Y � � ���l�=�'�@� C �2:@����:
dove W ed \ variano,a priori, nel cerchio unitario centratonell’orig ine cheindi-
chiamocon � Z ��&w� (dal momentoche Y8"�$ &'� ��, ). Osservaimo peròche � non è~ Z nell’originepercui faremovariare W ed \ in � � � Z ��&w�t� ��� ��&w� (con �7� � )
perpoi mandare � a & edottenerel’integralerichiesto. Calcoliamo ora le derivate
parziali della nostra pseudo-inclusione:~�� ���l�=��������+��&'� ��� �����=�'�=�~�� �����=�'������+��&'� ��� �����=�'�=�
dacui otteniamo:

~��r�s~�� � EEEEEE
�� �� ����& ���& � � � EEEEEE �X�3 ��� �z3 ��� �z�b�

percui - ~ � �T~ � - � - �3 � � �z3 � � �z�b� - � 9 �@� � :� � � :� �� �1� g �C ��:@�8��: h : � g �C ��:	����: h : ��C (
Avendoora tutti gli strumenti necessari, apllichiamo la definizione di integrale
superficiale all’in tegraleassegnato:

I��X� W : � \ :z��� Mw� � I��H�=  L�¡ � � : �8� :z�z� - ~��r�T~�� - M � M �#�� ¢ � £�U¤ L I�¥¦� � : �8� : � � C ( M � M �
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Passandooraacoordinatepolari �������������=�����6�1��� su � (chericordiamoessereuna
corona circolarecentrata nell’origi nee avente raggi � ed �7� � ) otteniamo:I � � W : � \ : �}� M�� � C (1¢ �6£�U¤ L I Z� g I :KL � : �e§ Z � M � h M �¨�� (�C (+*¨¢ � £�U¤ L S � : �e§ :(�©]�q( V Z� � C (e*©]���

Svolgiamoorainvecel’int egraleassegnatoconsiderando ~ comeunasuperfi-
cie di rotazione. La curvanel semipiano di equazione \ �D& ed W«ªX& da cui è
ottenuta ~ tramiteunarotazionedi angolo (+* è:�0��¬��;�����0��¬=��=����¬=�=�1����¬��=¬=� con ¬_"d$ &'�z��,
che non è nient’altro che il segmentoche unisce l’orig ine ed il punto ��+��&'�z�b� .
Abbiamoallora la seguenteparametrizzazioneper ~ :® ��¬������;� mn o W �¯�°��¬������ �!�P�O¬��)� �!�\ �¯�°��¬����������{�O¬������2�Y �¯����¬��;�O¬
dove ��¬�����1"%$ &'�z��,°±%$ &'�)(+*�, . Abbiamoquindi:®�² ��¬������ �³� .�°��¬������ �>��� .�0��¬=�������2��� .����¬��=�®2´ ��¬������µ�³���°��¬��������2���z3>�°��¬������ �!����&w�
e sviluppando la matriceformalecherappresentail prodotto vettoriale (analoga-
mentea quanto fatto in precedenza) otteniamo:- ® �r� ® � - � - ��� .�1���6�1�t�=� .�������2���z3!� .��� - �� �0��¬=� 9 .�2:;� .��:7�JC (0¬
Osservando che la formula sopra riportata è valida in generale per qualsiasi su-
perficiedi rotazioneottenuta da unacurva nel piano \ �¶& con W0��¬=�#ªD& (così
comeè valida quella ottenuta in precedenzaper le superfici di " tipo grafico" ),
concludiamocol calcolo dell’ integrale assegnato:

I � � W : � \ : � � Mw� � I ZL g I :KL ¬ : � M � h C (0¬ M ¬;�� |}|}|'� C (+*©·���
Soluzione esercizio 4. La porzionedella sferaunitariadi �w¸ contenuta nel semi-
spazio Y#¹«& è :º �^»���W�� \ ��Y��!" � ¸ ¬��½¼��>¾!W : � \ : ��Y : ���0��Y·ªa&�¿
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Parametrizziamoquestasuperficieutil izzando le coordinatesferiche:À ���t� ® �@� mn o W �Á�����2�	��� � ®\ �Á�)� �!�	��� � ®Y �Á����� ®
dove ���t� ® �1"Â$ &'�)(+*�,'±_$ &'� K : , (visto checonsideriamosolola semisferasuperiore).
Abbiamoquindi le seguenti derivate parziali:À ´ ����� ® �µ�³�=3s��� �?�;�)� � ® �2�������	��� � ® ��&w�À�Ã ��� ® � �³�U�����t�;����� ® �2��� �?�;����� ® �A3s�)� � ® �
dacui, sviluppando la matriceformaledel prodotto vettoriale,otteniamo:- À ´ � À�Ã - � - �3s�����2�	��� � : ® �z3s��� �!�	�)� � : ® �z3T��� � ® ����� ® � - �Ä��� � ®

L’ integraleassegnatodivieneallora:I'Å �W�:@� \ :?3%( Mw� � I�Æ ÇL g I :KL ��� � ®��� � : ® 3%( M � h M ® �� (+* IXÆ ÇL �)� � ®��� � : ® 3%( M ® ��37(+* IXÆ ÇL ���6� ®������: ® ��� M ® �� (+*#$pÈ+É)��Ê�Èe��������� ® �Ë, Æ ÇL �X3 * :(
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