Appendice C

Il campo complesso

C.1 I numeri complessi

Il campo complesso C &, per definizione, (R?,+,x) ove le operazioni di somma e prodotto
“complesso” sono definite come segue:

o (z1,y1) + (x2,92) := (x1 + 22,11 + Y2) (SC)
o (v1,y1) * (T2,92) := (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Y172) (PC)

Osservazione C.1 Si noti che, mentre la somma “complessa’ coincide con la somma di R?
come spazio vettoriale, il “prodotto complesso” * ¢ assai diverso sia dal prodotto scalare—
vettore' sia dal prodotto scalare?. Infatti il prodotto complesso * & una operazione binaria da
R? in R?: ad una coppia di vettori z; e 25 in R? associa un terzo vettore z in R2.

Proposizione C.2 (i) Il prodotto complesso é commutativo e associativo.
(ii) L’elemento neutro del prodotto complesso é 1 := (1,0).

(iii) Se z = (x,y) # 0 il reciproco di z, denotato 2z~ 0 1/z ¢ dato da

27l = LA —
x2+y2’x2+y2

Dimostrazione (i) La commutativita ¢ ovvia. Per Passociativitda dobbiamo verificare che

(o100 * (2.32)) * (23,9) = (w1,9) * (@2.92) * (@3.99)) (C.1)
o anche, in vista della commutativita di *,
(wr,pn) + (@2,92) * (@3,9) ) = (@, ) * (22,92) ) * (@191 (C2)

D’altra parte, dalla definizione di * si ha che

((xh Y1) * (5827112)) * (23,y3) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122) * (23,Y3)

= (901302% — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3, T1T2Ys — Y1Y2Y3 + T1Y2T3 + y1m2x3) ,

1R2 & un campo vettoriale con campo degli scalari R e il prodotto scalare-vettore &, come noto, definito da
ar = a(x1,x2) = (aw1,az2) per ogni “scalare” a € R ed ogni “vettore” z = (z1,z2) € R2.
20ssia, il prodotto che a x € R? e y € R? associa lo scalare -y := z1y1 + 2272 € R.
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che & simmetrica in 1 e 3 (ossia scambiando gli indici 1 e 3 tra loro otteniamo lo stesso
risultato) e dunque (C.2) (e quindi (C.1)) & verificata.

(ii) e (iii) si dimostrano tramite una semplice verifica diretta che segue immediatamente dalla
definizione di *.

o Il numero complesso i := (0,1) € C viene chiamato unita immaginaria: ha la fondamen-
tale proprietd che i *i =: i = —1 = (—1,0).
Identificando R con il sottospazio di C dato da® R x {0} si ritrova la notazione classica

(x,y) = (2,0) x (1,0) + (y,0) x (0,1) =: (x,0) * 1 + (y,0) *i=2x*x1+yxi=z+1iy,

dove, come ¢ anche tradizione, il prodotto complesso * non viene denotato esplicitamen-
te?.

e Il complesso coniugato di un numero complesso z = x + iy ¢ il numero complesso
Z := x —1y; il modulo di un numero complesso z = x + iy € dato dalla norma euclidea

di z ossia da
|z] := Va2 +y2 =2z .

Si verifica immediatamente che

(4=

e Si osservi che la convergenza (rispetto alla norma | -|) di una successione di numeri
complessi z = xj + iyx al numero complesso z = = + iy, & equivalente alla convergenza
(reale) di zp a = e yi a y. Dalla completezza di R segue, quindi, che C & un spazio
normato completo.

,Vz € C\{0}; (zw) = zZw ,Vz,w e C .

NI

e Molti risultati di analisi su R si trasportano verbatim su C. Ad esempio:

— la struttura topologica e metrica di C & la stessa di R? (dotato della norma euclidea);
— limiti di successioni di numeri complessi e lim f(z) con f: E C C — C e zg punto
z2—2Zo

nella chiusura di F;

— convergenze assoluta di serie” e gli annessi criteri del rapporto® e della radice”;

3Pil precisamente, esiste una immersione naturale di R in € data da
jiz€Rm j(z):=(x,0)€C.

Tale immersione ¢ un isomorfismo tra R ed il sottospazio vettoriale di C dato da R x {0} = j(R): & tale
immersione j che viene normalmente sottointesa.

4Ossia, la posto di z * w si scrive semplicemente zw; z % - - - x z = 2™, etc.
[ —
n
n
5Studiare una serie in C significa studiare la successione delle “ridotte” S, := E con zi € C.

k=0
6Se |zn+1|/|2n| — 0 allora la serie 3" 25, converge assolutamente.
o0 oo

1 1
"Se limsup |z, |» < 1 allora la serie Z zn converge assolutamente; se limsup |zn|» > 1 allora Z Zp non

n— oo n— 00
n=0 n=0

converge.
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— definizione di funzioni continue ed uniformemente continue da® E C C in C e
relativo teorema sulla convergenza uniforme di successioni di funzioni continue ad
una funzione continua;

— convergenza assoluta e totale di serie di potenze’ in C e raggio (e relativo disco)

di convergenza'’.

Anche il concetto di derivata si estende verbatim, ma le conseguenze di tale estensione sono
assai profonde (cfr., ad esempio, 1'Osservazione C.4): f si dice derivabile in zo punto interno
di F se esiste il limite del rapporto incrementale (f(z) — f(20))/(z — 20) per z — zo, tale
limite, se esiste, & la derivata di f in zg e si denota con f’(zp) o con %(20):

df - f(z) = f(z0)
! = =1 . C.3
F(z0) =g (20) = T === (C.3)
Esempio C.3 (i) Sia f(z) = 2™ (e E = C). Per n = 0,1 si ha, ovviamente, f'(z) = 0,1. Sia
n > 2. Esattamente come nel caso reale, chiamando h il numero complesso z — zg, otteniamo

n—1 A
n Zj hnfj
R . (2o+hR)" =25 . j;)(J)O
lim —— = lim-—F— =1
z—z0 Z— 20 h—0 h h—0 h
n—1 n .
- }1L1_>mo ( )zf) I =it (C.4)
=0 \

Quindi z™ & derivabile (in senso complesso) e la sua derivata (nel punto generico z) & (come
nel caso reale) nz""1.
(ii) Un esempio di funzione complessa di variabile complessa non derivabile &, invece dato

da f(z) = z. Infatti, osserviamo che se f & derivabile in zy, allora comunque si scelga una
fGn)=f(z0) _,

Zn —Z0
f/(20). Fissiamo zp e consideriamo le successioni z,:=zy + % e wy =2 + z% Si verifica
immediatamente che z,, — zg, w, — 2o e che

successione di numeri complessi z, — 2o (ossia tali che |z, — zp| — 0) si ha

Zn — 20 Wy, — 20
ooy, 20
Zn — 20 Wn — 20

)

da questo segue che la funzione z — Z non ¢ derivabile in alcun punto.

Come nel caso reale, una serie di potenze definisce una funzione derivabile un numero arbitra-
rio di volte all’interno del suo disco di convergenza e le derivate di tale funzione si ottengono
derivando termine a termine la serie di potenze.

8Esplicitamente: f si dice continua in zg € E se
Ve>0 36§>0: |f(z)— f(z0)|<e, Vz€Econ|z—2]<d; (*)

f & continua in E, f € C(E,C), se f & continua in ogni punto zp € E; f ¢ uniformemente continua in F

se la (x) vale per ogni z9 € F (e la scelta di ¢ ¢ indipendente da z¢);
n

9Una serie di potenze in C & il limite, qualora esista, della successione delle ridotte E ag(z — zo)’C con
k=0
ag, z, zo numeri complessi.

107, serie Zan(z — z0)™ converge assolutamente se z € {|z — 29| < R} (:= disco di convergenza) e non

converge se |z — 29| > R dove R = (limsup |an| %)71 (:= raggio di convergenza).
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Osservazione C.4 Di natura diversa ¢ il seguente risultato (che non vale per funzioni da
R — R):

Una funzione f : E — C con E aperto di C tale che ammetta derivata in ogni punto di
FE é rappresentabile tramite serie di potenze: per ogni zy € E esistono a, € C tali che

f(z) = Z an(z — 2z0)" per ogni |z — 29| < R con R > dist (29,0F) raggio di convergenza
n=0

della serie di potenze > an(z — 29)™.

In particolare dall’esistenza del limite del rapporto incrementale in E segue che la funzione
f & derivabile un numero arbitrario di volte e gli a,, coincidono (come nella normale teoria
relativa alla formula di Taylor) con f(™)(z)/n!.

C.2 Esponenziale complesso e funzioni trigonometriche

Definiamo per z € C,

Sk

exp(z) = Z T (C.5)
k=0

1
Poiché lim sup (%) * =0 i ha che iI raggio di convergenza della serie esponenziale (C.5) ¢
infinito.
E interessante stimare Perrore
no ok
R, (z) :=exp(z) — — (C.6)

z
k!
k=0

che si commette approssimando exp(z) con la somma parziale di ordine n:

Proposizione C.5 Per ogni intero n > 0 e per ogni z € C con'' 0 < |z] <n+2 si ha

— zF T n2
R, < — < . C.7
[Fn(2)] < Z k! (n+1)! n+2—|z| (C.7)
k=n+1
Dimostrazione
ok 2|
IR (2)] = |ZE‘SZF
k>n k>n
G O ISP S
(n+1)! n+2 (n+3)(n+2)
BRI
<
= (n—l—l)!];)(n—i—Z)
|z| 1 n+2

m+1)! n+2—|z|°

L’esponenziale realizza un omomorfismo tra il gruppo additivo (C,+) e il gruppo moltiplica-
tivo (C\{0}, ), cioé:

1 Ovviamente, R, (0) = 0 per ogni n.
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Teorema C.6 (Teorema di addizione) Per ogni z,w € C, exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Inoltre exp(0) =1, exp(z) # 0 e 1/ exp(z) = exp(—=z), Vz € C.

Dimostrazione Dalla formula del binomio di Newton segue che

" (24 w)” zj B
N

k=0 ’ k=0 j= 0
zz”
J=0k=j
. n—j
% wh
- §1 £~ hl
A —
= Sn Tn
con
S “XE X
! T’ Al
:0 h=0 = " h=n—j+1

Poiché s, — exp(z) exp(w), la tesi seguira da limr, = 0. Infatti, sia M = max{|z|, |w|} e si
osservi che dalla Proposizione C.5 con z = 1 segue che

0o
1 m+1 1 2

e quindi:

IN
%
s
]
(]
T| =

|7 ]

2M”+1 - n+1
n+1'

20+ <n + 1)

| .

(n+1)! =\
2Mn+1

= —0.

(n+1)!

Le rimanenti affermazioni sono elementari: exp(0) = 1 segue dalla definizione, e per ogni z,
1 =exp(0) = exp(z — z) = exp(z) exp(—%) che mostra che exp(—z) ¢ il reciproco di exp(z) (e
che exp(z) # 0).
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Si noti che!?

n k n k n 7k-
— . z . z . z —
exp(z) ::nh—{lgo Z oo nlLII;O Z i nlgrgoz e exp(Z) . (C.9)
k=0 = k=0
e che
d = d [ N 2 2"
k=0 k=1 n=0
L’esponenziale complesso si puo anche ottenere attraverso il seguente limite notevole:
Teorema C.7 Per ogni z € C, exp(z) = lim (1 + i) .
n

n—oo

Dimostrazione Dalla formula del binomio di Newton segue che

n n k |
z z n.
(1 + E) = ’;ank E 5 con  apg = m . (C].].)
Si noti che a,g > 0 per ogni n > k > 0 e che
ano = 1 ) apl1 = 1 3 V n
1 -1
ank:(l_f)"'(l_k )<17 Vn2k22,
n n
(k—1) termini
lim a,,=1. (C.12)
n— o0

Quindi, se n > m > 1 si ha

n m k
002 S = | 3 o

IN
NE
S

s

Eal
?r‘E
= =

PR P
< X ar
|k

> % : (C.13)

k=m+1

IN

Fissiamo ora € > 0. Dalla Proposizione C.5 segue che esiste m > 0 tale che

o0

k

2" _ e
> <3 (C.14)
k=m+1 :
m k
e, poiché da (C.12) segue che lim Z |ank — 1|% = 0, si ha che esiste n > m tale che
k=0 ’
" |z|F €

12Si noti che ’operazione di complesso coniugato & continua sul campo dei complessi ossia se z, — z allora
Zn — Z.
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Dunque, da (C.13), (C.14) e (C.15), si ha che

k

(R RS I (R R SO D UMY N o

=0 k=m+1
2\" S \Z| |Z|
< o2y S k,!+2|ank—1| >
k=0 k=m+1
< e. |

Osservazione C.8 Si noti che, se 2 > 0, (1 +2) < (1 + 2/2)? e che per n > k > 2,

Gnk < Gnt1 k- Quindi, per z > 0 la successione (1 + 7) e strettamente crescente.
n

1\
Definizione C.9 Il numero e = exp(l) = lim (1 + f) prende il nome di numero di
n

n—oo

Nepero'3
L’espansione decimale di e ¢ data da'?

e = 2.71828182845904523536028747135266249775724709369995
95749669676277240766303535475945713821785251664274
27466391932003059921817413596629043572900334295260
59563073813232862794349076323382988075319525101901
15738341879307021540891499348841675092447614606680
82264800168477411853742345442437107539077744992069
55170276183860626133138458300075204493382656029760
67371132007093287091274437470472306969772093101416...... .

In effetti:
Teorema C.10 e ¢ irrazionale.

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che e sia razionale ossia che e = p/q con p e ¢
numeri naturali co—primi. Allora, ricordando (C.8), si ha che

q q [es}
1 1 1 2 1 11
SN R N SR N SIS B
K k! Mt Kl "g4+1 (¢g+ 1) ¢l g

k=0 k=0

»Q\’B

Moltiplicando tale relazione per ¢! si ottiene

1
<1,

9.4

q.
0<N:=pg-11-Y L <=
plg—1) 2 <

il che € impossibile essendo N un numero intero. i

Infine, le proprieta della funzione exp(x) per z reali sono riassunte nella seguente

13 Talvolta, numero di Eulero.
14 facile, usando la definizione per serie di e, calcolarne le prime cifre decimali.
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Proposizione C.11 Sia x € R. Allora:
(i) exp(z) =e”;

(i) lim — =oo, lim e ®

2 =0, per ogni intero k;

(iil)  la funzione x — exp(x) é strettamente positiva, crescente e convessa.

Dimostrazione Dal Teorema C.6 si ha, per ogni numero intero positivo g, che

1 1
exp (f) -+ exp (f) =exp(l) =e, (C.16)
q q
q volte
ossia
1 1
exp (6> =eq . (C.17)
Da (C.16) e dal Teorema C.6, se p e ¢ sono numeri interi positivi,
1 1 P
exp (8) = exp (7) ---exp (7) =eq . (C.18)
q q q
p volte

Poiché la funzione exp(z) & continua su C (essendo rappresentata da una serie di potenze
con raggio di convergenza infinito), se pr e ¢x sono numeri interi positivi tali che pg/qx
Pi

tende al numero reale z, si ha che e = exp (p—k) — exp(z); tale relazione mostra la
validita di (i) nel caso in cui z sia un numero reglfe positivo. Se z < 0, da (i) segue che
e = exp(—z) = exp(z)”' = 1/e® e dunque exp(z) = exp(—z)~' = (e*z)_l = ¢”, il che
mostra la validita di (i) per ogni = € R.
Chiaramente basta dimostrare (ii) per k > 0. Per ogni x > 0, ¢ > (Z:_Jri)!, dunque e* /z* >
x/(k+ 1)! e quindi
e
lim — = oo e lim e 2" =0 VEkeN. (C.19)

T— 00 I'k Tr—00

Dalla definizione di exp(z) segue che e* > 0 per & > 0 e poiché, per z < 0, exp(z) =
1/exp(—x) = 1/ exp(]z|) si ha che

exp(z)=e*>0, V zeR. (C.20)

Poiché la derivata reale coincide con quella complessa per z € R si ha che (e”)’ = e* e dunque
la funzione x € R — e* € R & una funzione strettamente positiva, strettamente crescente e
strettamente convessa che manda la retta R sulla semiretta (0, c0) in maniera biunivoca.

Definizione C.12 Per y > 0 definiamo'® il logaritmo reale di y, log, y, come la funzione
inversa di x € R — exp(z).

Inoltre, in vista di (i) della Proposizione C.11 poniamo

Definizione C.13 Per ogni z € C, si pone e* := exp(z).

15Questa notazione non & standard e verra usata solo in questa appendice per motivi che appariranno chiari
piu sotto quando discuteremo il logaritmo complesso.
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Funzioni trigonometriche

Definizione C.14 Per ogni z € C il coseno e seno di z sono definiti come

(1 (1 C.21
cosz:= Y (-1) @ senzi= Y (~1) Pk (C.21)
k=0 k=0

Per il criterio della radice (o del confronto), tali serie hanno raggio di convergenza infinito.

Proposizione C.15 Per ogni z,w € C e z € R si ha:

cosz €R,senz €R, (C.22)
cos(—z) = cosz , sen(—z) = —senz , (C.23)
cos z = e ™ +26 - , senz = e ” _2; - , (C.24)
e” =cosz+isenz (formula di Eulero) , (C.25)
Ree™ =cosx , Ime™ = senz ; (C.26)
sen (z + w) = sen z cosw + Cos zsen W (C.27)
cos(z + w) = cos zcosw — sen zsenw , (C.28)
cos?z +sin?z =1, (C.29)
e =1, (C.30)
7, 082 =—senz, —-senz=cosz. (C.31)

Dimostrazione Le (C.22) e (C.23) seguono immediatamente dalla definizione C.14.
La (C.24) segue addizionando le serie esponenziali (cosa possibile essendo tali serie assoluta-
mente convergenti).
La (C.25) segue da (C.24).
La (C.26) segue da (C.25) e da (C.22).
La (C.29) segue da (C.24).
(C 30) segue da (C.25), (C.22) e (C.29).
a (C.31) segue dalla definizione C.14 e dalla derivabilitd termine a termine delle serie di
potenze. I

Possiamo ora dare una definizione analitica di “pi greco”. Sia Z l'insieme degli zeri positivi
del coseno ossia Z:={z > 0: cosz = 0}. Tale insieme & non vuoto. Infatti il coseno & una
funzione continua tale che cos0 = 1 mentre

212

2 26 28 210
cos2::1—2+7—(7_f)_ (7

1
B T 392
3 6 3 101 12!) <73 (C.32)

Definizione C.16 7 = 2z dove z; := inf Z.
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La stima (C.32) mostra che m < 4; ¢ facile vedere che cosz > 0 per ogni'® 0 < z < 3/2 e
dunque 7 > 3. In effetti,

™ = 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510
58209749445923078164062862089986280348253421170679
82148086513282306647093844609550582231725359408128
48111745028410270193852110555964462294895493038196
44288109756659334461284756482337867831652712019091
45648566923460348610454326648213393607260249141273
72458700660631558817488152092096282925409171536436
78925903600113305305488204665213841469519415116094.... ,

Dalla definizione di 7 seguono le proprieta di periodicita e di simmetria delle funzioni seno e
coseno:

Proposizione C.17 Per ogni z € C si ha:

seng -1, é&F=i, eT=_1, 2_1 VkeZ, (C.33)
eF A — o7 cos(z 4+ 2m) =cosz , sen (z +2m) = senz , (C.34)
GG e(fe) -l
sen (5 +2) =sen(5—2), cos (5 +2)=—cos(5—2), .
sen (m+ z) = —sen (7 — 2) , cos(m + z) = cos(m — z) . (C.36)

Dimostrazione Essendo 7/2 = z; uno zero del coseno, da (C.29) segue che sen (7/2) = £1,
d’altra parte essendo cosz > 0 per z € [0,7/2) (come segue di nuovo dalla definizione di 7 e da
cos0 = 1) ed essendo (senx)’ = cosz, la funzione senx, che vale 0 in 0 risulta strettamente
crescente tra 0 e w/2 quindi sen (7/2) = 1; dunque ¢™/? = 4, dal Teorema C.6 segue che
e = /22 = 2 = 1, ¥ = el = 1,2k = (627”) = 1 con il che abbiamo
dimostrato la validita di (C.33). Le (C.34), (C.35) e (C.36) seguono ora immediatamente da
(C.33) e dal Teorema C.6 o da (C.27) e (C.28). i

Si noti che da tali proprieta di periodicita e simmetria e dalle regole di derivazione del seno
e coseno si ricavano facilmente i grafici di senz e cosz (per z € R).

Infine dimostriamo alcune proprieta di iniettivita della funzione esponenziale complessa.
Proposizione C.18

(1) Per ogni z € C con |z| =1, esiste un unico t € [0,27) tale che exp(it) =

(2) per ogni z € C\{0}, esiste w € C tale che exp(w) = z.

(3) exp(z) = exp(w) se e solo se esiste k € Z tale che z —w = 2wki.

2n z271«#2

2 4

168e z € [0,3/2], cosz = 1 — 2,+24 720-1— +<(2n)’_m)+...21_%+% 720: Q(x?) con
Q(t) cubica senza punti critici e dunque strettamente decrescente. Quindi, per = € [0,3/2], cosz > Q(x?) >
Q(9/4) = 359/5120 > 0.
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Dimostrazione (1): Cominciamo col dimostrare che e’ # 1 se t € (0,2n). Infatti, dato
t € (0,27) sia 7:=t/4 € (0,7/2) e poniamo €7 = z + iy (con z,y € R). I numeri z e y
appartengono all’intervallo aperto (0,1) e e = (z+iy)* = (22 —y?)? —422y? + iday (2 —y?).
Se e fosse reale allora si avrebbe che 72 = 32 e da (C.29) seguirebbe che 22 = y? = 1/2 ossia
et = —1. Da questa proprieta segue immediatamente 'unicita in (1): se fosse et = e’z con
0 <t <ty < 2mallorae27t1) =1 con 0 < to—t; < 2 il che contraddirrebbe quanto appena
dimostrato. Rimane da dimostrare lesistenza: dato z € C con |z| = 1, poniamo z = = + iy
(con z,y € [-1,1]). Se = e y appartengono a [0, 1], essendo cost strettamente decrescente per
t € [0,7/2], si avrebbe che esiste un unico ¢y € [0,7/2] tale che costy = x e dunque (essendo
y>0)et =z Sex<0ey>0,allora —iz = e e quindi z = ieto = etot7/2) Se 4 < 0,
allora —z = €0 e quindi z = —e®*0 = ¢*(to+7) i] che conclude la dimostrazione di (1).

(2) segue ora facilmente: sia = log, |z|. Allora z/|z| = ze=® = €% per un unico y € [0,27) e
dunque z = e con w:==x + 7y.

(3) Se z:=x + iy, w:=a' + iy’ (con z,z’,y,y € R) e se e* = e allora e* = e” e quindi
z=2a'e W ¥) = 1. Se poniamo k:=[(y —y')/(27)], allora y —y' — 27k € [0, 27) e (3) segue

da (1). 1

Funzioni iperboliche

Definizione C.19 Per ogni z € C il coseno iperbolico ed il seno iperbolico di z sono definiti

come
0 2k e 22k+1

z
cosh z:= Z oh senh z:= Z T (C.37)
k=0 k=0

Per il criterio della radice (o del confronto), tali serie hanno raggio di convergenza infinito.

Chiaramente,
cosh(iz) = cosz , senh (iz) = isenz . (C.38)

Da tali relazioni e facile sviluppare una teoria del tutto analoga a quella sviluppata per le
funzioni trigonometriche, i cui dettagli vengono lasciati per esercizio.

Il logaritmo complesso
Definizione C.20 Se w € C\{0}, poniamo
logw={z: exp(z) =w}, argw=Imlogw={Imz:z¢eclogw} .

Proposizione C.21 Siac w € C\{0}. Esiste un unico z = x + iy € logw tale che y € [0, 27).
Inoltre x = log, |w|.

Dimostrazione Per la parte (1) della Proposizione C.18 esiste un unico y € [0, 27) tale che

)

3 w
eXP(ZZI) = m

e per il Teorema C.6 e la definizione di log,

. . w
exp(log, [w| + iy) = exp(log, [w]) exp(iy) = ful 7 =w. |
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Definizione C.22 La funzione che a w € C\{0} associa l'unico z € C della Proposizio-
ne C.21 si denota Log w e si chiama “parte principale del logaritmo di w”; la funzione che
a w € C\{0} associa l'unico y € [0,27) della Proposizione C.21 si denota Arg w e si chiama
“argomento principale di w”.

Proposizione C.23 Se w € C\{0} allora
logw = Log w + i27Z = log, |w| + iArg w + i27Z .

La dimostrazione ¢ conseguenza immediata della Proposizione C.21 e della parte (3) del
Teorema C.18. i

Proposizione C.24 Se w; e wo sono numeri complessi diversi da zero, allora

log(wyws) = logw; + logws . (C.39)
Si noti che l'uguaglianza in (C.39) ¢ un’uguaglianza tra insiemi.
Dimostrazione Se zj € logwy, allora exp(z) = wy e, per il teorema di addizione, exp(z +
29) = wiwa, cioé z1 + 2z € log(wiws). Questo dimostra che

log w; + logwy C log(wiws) . (C.40)

Sia ora z € log(wjws) e si considerino z; € logwy. Si ha allora (per le scelte fatte e per il
teorema di addizione)
exp(z) = wiwe = exp(z1 + 22).

Dalla parte (3) del Teorema C.18 segue allora che esiste k € Z tale che z — (21 + 2z3) = 2mik,
ovvero, z = (21 + 2mik) + 2z2. Ma 21 + 2mik € logw; e, dunque, z € logw; + logws, il che
dimostra

log(wiws) C logwy + log ws .

Tale relazione assieme a (C.40) prova asserto. i
Definizione C.25 Se a € C\{0} e b € C definiamo
a® := exp(bloga) = {z =exp(bw): w € loga} . (C.41)
Esercizio Trovare gli errori:
1 1
V2 =22 = exp (5 log2) = exp (5

2 i o i . AN o .y . _ e
626126 i _ ¢ zz:<e ’L) :<€ z+27rz> :e( z+27rz)z:€1 2 _

(log, 2 + i27rZ)> —4V2,
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