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Complemento 3
Funzione esponenziale, logaritmo e funzioni iperboliche

Funzione esponenziale

Si ricorda che la successione

1\"
en 1= (1 + 7>
n

¢ strettamente crescente e limitata e che, per definizione, il suo limite & il numero di Nepero
1\"
e:=lime, = lim (1 + 7) ;
n
inoltre, per ogni « € R si ha che
X n
lim (1 + f) —e” (1)
n

Definizione 1 (Funzione esponenziale) Per z € R poniamo

exp(x) := Z % . (2)
k=0

Dal criterio del rapporto segue che la serie in (2), per ogni x € R, converge assolutamente. In
particolare, per ogni x, si ha che

L = zF
A, > gy =0 ®)
c=1n

Teorema 2 Per ogni x € R, exp(z) = e”.

Dimostrazione Dalla formula del binomio di Newton segue che

z\n n 2k n!
(143) =2 gy eon ew= o W

Si noti che a,; > 0 per ogni n > k > 0 e che

ano =1, a1 =1, Vn

ank:(l—%)~-~(1—$)<1, Vn>k>2. (5)

(k—1) termini

Si osservi anche che, per ogni k&
lim a,;, =1 . (6)

n—oo
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Ora, se n > m > 1 si ha

r\" i ./,Ck " ./,Ck
(45) eyl = | 2 ewg]

k=m+1

Mﬁ
>
k=m+1
n

IN

k=m+1

Prendendo il limite per n — oo, ricordando la (1) e la (6), si ottiene

X X
I S P
51 !
k=0 k=m+1

Prendendo ora il limite per m — oo in quest’ultima relazione e ricordando la (3) si ha la tesi.

E interessante stimare i “resti” della serie esponenziale.

Proposizione 3 Sia 0 <t <n+1 conn € N. Allora

o0

tk ot o n41

0 <ry(t):= — <= —— .
ra(t) k:nk‘! nl n+1—t
In particolare,
t" n+1 1 1
W) < — < . Yo<t<1,
ra(t) n!l n (n—1! n—1
t" 1
ra(t) <2 vo<t<
n!
Dimostrazione
— k! ) n+1 (n+2)(n+1) (m+3)(n+2)(n+1)
n! n—|—1 (n+1)2  (n+1)3
" " on+1
N n'Z(n—&—l) Tl n1—t°
Le (8) e (9) sono conseguenza immediata di (7). i

Si osservi che da (9) segue anche imediatamente che

Irn @] < ru(|t]) < [t[", Yn=2, V[t <1.

(10)
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Teorema 4 e ¢ irrazionale.

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che e sia razionale ossia che e = p/q con p e ¢
numeri naturali co—primi. Dal Teorema 2 segue che e = exp(1) e quindi, da (8) segue che

q oo
p 1 1 11
0< "2~ 2 ngq
k=0

k=q+1
Moltiplicando tale relazione per ¢! otterremmo

il che & impossibile essendo N un numero intero. i

Logartitmi

Proposizione 5 Per ogni a > 0 e diverso da 1 e per ogni x > 0 esiste un unico y € R tale
che a¥ = x. Tale y prende il nome di logaritmo in base a di = e si denota con log, x; si
ha, dunque,

alogaac =7

, Vae(0,00). (11)

1l logaritmo gode delle sequenti proprieta:

(i) log,(ry) =log, = +log,y , Vz,y € (0,00) .
(ii)) log,zY =ylog,z, Va>0,yeR.

iii) Se x <y si ha che log,x <log,y sea>1e log,x >log,y sea<1.

(iif)
(iv) log,b-logyx =log,z, Va,b,xe (0,00), a#1#Dd.

Dimostrazione Dimostrazione Consideriamo dapprima il caso a > 1. Fissiamo x > 0 e sia
A:={teR: a" < z}. Poiché lima™™ = 0, esiste un n € N tale che a™" < x e dunque
—n € A # (. Poiché lima™ = oo segue che esiste m tale che x < a™ e quindi tale m & un
maggiorante per A. Sia y = sup A. Supponiamo (per assurdo) che a¥ < z. Sia t, =y + %
Poiché 0 < a’» —a¥ — 0, segue che esiste n tale che! a¥ < a'» < x. Ma alloray <t, € Aey
non sarebbe un maggiorante. Supponiamo (ancora per assurdo) che a¥ > z esia s, = yf%. Di
nuovo, esisterebbe n tale che a¥ > a°» > z, il che implicherebbe che s,, < y € un maggiorante
contraddicendo la definizione di y. Quindi y = a® provando 'esistenza del logaritmo con base
a>1.
Per 0 < a < 1, definiamo

log, © := —logy ), @ , (12)

da cui segue che

1 1Ogl/am
)=

alogaac — a—logl/am — (7
a
mostrando che la proprieta fondamentale (11) vale per ogni 0 < a # 1.

L’unicita segue dal fatto che, per s <t , a®* < a’ se a > 1, mentre, a® > a’ se a < 1.

1Definizione di limite con € = z — a¥ > 0.
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Dalle proprieta di a® e da (11) segue che
alo8a v tlog.y — gloga @ glogay — gy — gloga(ey)
e dall’unicita segue (i).
Analogamente
log,(z¥) _ oy _ ( log :E)y_ ylog, =
a e =x/ = |a °° = q° a
e dall’unicita segue (ii).

(iii) nel caso a > 1 segue dalla stretta crescenza di a® e per a < 1 dalla stretta decrescenza di

a(lj

Infine,
log, =
aloga blog, z _ (aloga b) _ blogb T_ aloga T

e (sempre per lunicita) segue (iv). i
Definizione 6 (Logaritmo naturale) Se x > 0 chiamiamo logaritmo naturale di x e lo
denotiamo con logx il logaritmo in base e di x
logz :=log, x
Lemma 7

log(1+t) <t V —1<t#£0, (13)

N | =

[log(1 +1)] < 2|t , vl <
Dimostrazione Per ¢t > 0,
_ ot
Ltt<) g=c¢
k=0
(per il Teorema 2), e prendendo il logaritmo di tale relazione (poiché i logaritmi in base a > 1
sono funzioni strettamente crescenti) segue la (13) per ¢ > 0.
Sia ora —1 < t < 0. Poniamo s = —t cosicché 0 < s < 1. Si vede subito che la (13) &, in

questo caso, equivalente a
e’ —1< se’

I
k=1 k=1

<t <0 e poniamo t = —s cosicché 0 < s <

il che e vero essendo

Sia ora — e si noti che, in tal caso,

1 1

2 2
1

0< —<1+2s.
1—s

Allora, per tali s, dalle proprieta del logaritmo e dalla (13) segue che

1
|log(1 +t)| = |log(1l — s)| = log T <log(1+2s) <2s=2Jt,
—s

che insieme alla (13) implica anche la (14). i
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Proposizione 8 (continuita dei logaritmi) Sia 1 # a > 0 e sia {z,} una successione di
numeri tale che x,, > 0 e limx,, = x > 0. Allora
lim log, x,, = log,
n—oo

logaritmo e da (14) segue che

(15)
Dimostrazione Consideriamo prima il caso in cui a = e. Sia y,, := z,,/x cosicché limy,, = 1.
Quindi esiste N tale che |y, — 1| < 1/2 per ogni n > N; per tali n, dalle proprieta del

|log @, —log 2| = [log(ws /)| = [logya| = [log[1 + (yn — ]| < 2Jyn —1[ = 0,
che ¢ la (18) nel caso a = e. Tutti gli altri casi derivano dalla relazione (iv) della Proposizione 5
conb=e. |

Proposizione 9 (Limiti) Sia {a,} una successione di numeri reali diversi da zero e tale
che lima,, =0 allora?:

et —1
li =1 16
- ; (16)
log(1+ ap
lim 8T an) _ (17)
n—oo (025
Sia ora lim a,, = oo, allora,
limloga,, = co (18)
e, per ogni p > 0,
. en
. logap
nh—>Holo W)y 0. (20)
(10)). Dunque?

etn — 1

Dimostrazione Dal Teorema 2 segue che e® = 1+t + 75(t) con |ra(t)| < 2 per [t| < 1 (vedi

o ntre(an) o ra(an)
a, an

Qn
La (17) segue immediatamente dalla (16) osservando che se si pone b, := log(1l + a,) si ha
che limb,, = 0 (Proposizione 8) e

log(1
lim 1080+ @)

QA

bn,
= lim

=1.
ebn —1

Sia ora a, — o0o. Dato un qualunque M > 0 esiste N tale che a,, > e™ per ogni n > N e
dunque, se n > N

loga, >logeM = M |
il che significa che limlog a,, = oo, dimostrando (18).

2Sj noti che in (17) per poter definire il logaritmo va assunto che 1 + an, > 0, ma an, — 0 e quindi gli an
sono definitivamente minori di 1 in modulo cosicché 1 + a,, > 0 definitivamente.

3Per n sufficientemente grandi, |a,| < 1 e dunque, per n sufficientemente grandi, |r2(an)|/|an| < |an| — O.
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Ricordiamo che,

ATL
lim — = oo, VA>1,p>0, (21)
npb
da cui segue anche che
li A VA>1 >0 (22)
im— = .

Sia a, — oo e sia M > 0. Da (22) segue che esiste N € N tale che

n

e

—_— > .
e oM Vo> (23)

Sia ora N tale che a,, > N + 1 per ogni n > N, il che implica che [a,,] > N per ogni n > N.
Da (23) segue allora che, per ogni n > N,

ean S e[a”]
(an)? — ([an] +1)?

> M,

il che prova la (19).
Infine, se a,, — oo e se poniamo b, := loga,, si ha, per (18), che b, — co e dunque
log a,, . b 1. 1

lim = lim —Z = - 5
(an)l) ep n D e;D n

per la (19). i

Le funzioni iperboliche

Definizione 10 Prendono rispettivamente il nome di seno iperbolico, coseno iperbolico,
tangente iperbolica e cotangente iperbolica, le sequenti funzioni

T —T T —T
et —e e’ +e
senhx ;= ——— | coshr :== ——
2 2
senh x cosh x
tanh = , cotanh = .
cosh x senh x

Le funzioni senhx, coshx e tanhx sono definite per ogni x € R, mentre cotanhx é definita
per x # 0.

Si verifica immediatamente che cosh z & una funzioni pari* , mentre le funzioni senh z, tanh z
e cotanh z sono funzioni dispari.

E facile vedere che valgono le seguenti formule®

cosh? z — senh?z = 1 (24)
cosh(z + y) = cosh z coshy + senh zsenh y (25)
senh (z +y) = coshzsenhy + senhx coshy . (26)

4Una funzione x — f(x) si dice pari se f(—xz) = f(z) e si dice dispari se f(—z) = —f(x).
5Esercizio.
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Usando la rappresentazione per serie, si vede che i termini pari si cancellano nell’espressione
del seno iperbolico:

1’77 x
k! k!
senhz = lim 2=2 k;O
2n+1 l’k . (71)k$k
|
= lim *=° i
2
n 2(E2k+1
S
= 1m B
> {E2k+1
= —_—. 27
> e &

Del tutto analogamente i termini dispari si cancellano nell’espressione del coseno iperbolico e
si ha che

o .2k
coshz = Z oIk (28)
k=0
I seguenti limiti sono immediati: per ogni successione a,, — oo si ha che
h h
lim 2t gy SRy (29)
e /2 etn /2
lim tanh a,, = lim cotanha, =1 . (30)

Infine, dimostriamo i seguento limiti che danno il comportamento delle funzioni iperboliche
“vicino a zero”.

Proposizione 11 Se 0 # a,, — 0 si ha che

senh
lim 229 _ g , (31)
an
cosha, —1 1
= - 32
im a2 5 (32)
tanh a,
lim ot (33)
Qnp
lim cotanh |a,| = co . (34)
Dimostrazione Si osservi che, dalle (27) e (28) e dalla definizione di r,(t) segue che
t2
senht —¢| < r3(]t]) ’cosht —1- 5| i) (35)

Dunque, ricordando (10), si ha, per n sufficientemente grandi, che

senha, 1‘ _ ‘ senh a,, — ay, < r3(|an|)

— § |an|2ﬁ>0 9
lan|

Qn an



AM110 — Mat, Univ. “Roma Tre” (AA 2010/11 — L. Chierchia) 25/11/10

dimostrando la (31). Analogamente, si ha, per n sufficientemente grandi,

g _
az 2

2
cosha, — 1 1‘ ‘coshan—l—% r4(|an|)

< <la,* =0,

a2

n a7l

dimostrando anche (32).

Da (31) segue, ora,
tanh a,, senh a,, 1
= —1.
an an cosha,,

La (34) segue dal fatto che 0 < senh |a,| — 0 e cosh |a,| — 1. i



