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Complemento 6
Numerabilita e R

Definizione 1 (i) Un insieme A si dice numerabile se A = {a, : n € N} con
Apn F Ay PET 0GNT M F£ M.

(ii) Una biiezione tra due insiemi A e B ¢ una funzione ¢ : A — B iniettiva
(p(z) =d(y) = x=y) e suriettiva (Vy € B, Iz € A tc. p(x)=y).

(iii) Due insiemi si dicono equipotenti o che hanno la stessa cardinalita se esiste
una bitezione tra loro.

Osservazione 2 (i) Gli insiemi numerabili sono gli insiemi equipotenti a N.
(ii) N & ovviamente numerabile; Z & numerabile poiché Z = {a,, : n € N} con
a1 =0, agpn =n € agpe1 = —N.

(iil) Essere equipotenti & chiaramente una relazione d’equivalenza (esercizio).

Proposizione 3 Siano F,, insiemi finiti con F, N F,, = () per ogni n # m.
Allora A = U F,, ¢ numerabile.
neN

Dimostrazione Per ogni k sia n; € N il numero di elementi di Fj. Chiamiamo
@1, .-y Gy, gli elementi (tutti distinti) di F; chiamiamo poi ap, 41,y Gnytn,
gli elementi di Fy (distinti tra loro e dagli elementi di Fy per ipotesi), e cosi

via ricorsivamente. Chiaramente {a,, : n € N} = A. i
Proposizione 4 Siano Aq,..., A, insiemi numerabili. Allora Ay X --- X A, ¢
numerabile.

Dimostrazione Per induzione su n. Il caso n = 1 & ovviamente vero. Sup-
poniamo dunque che per n > 2, A = Ay X --- x A, _1 sia numerabile e fac-
ciamo vedere che A x B con B = A,, & numerabile. Sia A = {a,, : n € N} e
B = {b, : n € N}; sia poi F,, := {(ag,bm) : kK +m = n + 1}. Chiaramente gli
F,, sono insiemi finiti a due a due disgiunti e A x B = |J,, F,. Dunque la tesi
segue dalla Proposizione 3. 1

Proposizione 5 Siano A, numerabili. Allora A = U A,, & numerabile.
neN

Dimostrazione Supponiamo per semplicita che A, N A,, = () per ogni n # m.
Per definizione di numerabilita, per ogni n, abbiamo che A, = {aé") i k € N}
Dunque la funzione ¢ : (n,k) e Nx N — afcn) € A & una biiezione tra N x N e
A e quindi 'asserto segue dalla Proposizione 4. i
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Teorema 6 Q ¢ numerabile.

Dimostrazione Dalla Proposizione 4 segue che Z x N ¢ numerabile. Sia, dun-
que, {(pn,qn) :nE€N}=Z xNesiao: (pn,qn) €Z xN — p,/q, € Q. Chia-
ramente, ¢ & suriettiva ma non iniettiva. Sia n; = 1 e r1 := ¢(p1, q1); sia, poi,
ny = min{n : ¢(pn,qn) # r1} (chiaramente tale insieme & non vuoto poiché ¢
¢ suriettiva) e ry := ¢(Pny, qny); € induttivamente nj1 = min{n : ¢(pn, qn) #
ke, ¥k <} e rjin = ¢(Pn,i1sGnyy, ) Per costruzione, se njpq > ny + 1,
d(pi, 4:) = ¢(pj, ;) perogning <i < nji1—1e,inognicaso, 7 = ¢(pn,,qn,) 7
&(Np,41>Gn, 4, ) = Tj+1. In conclusione, {r; : j € N} = Q. i

Definizione 7 2% = {0, 1} ¢ l’insieme delle successioni o = {0, } a valori in
{0,1} (ossia o, €0 0 1 per ognin).

Osservazione 8 2" si identifica naturalmente con P(N), I'insieme delle parti
(ossia di tutti i sottoinsiemi) di N tramite la biiezione ¢ : A C N — 0 = ¢(A)
con o, =1seesolosen € A.

Lemma 9 Siano A e B sottoinsiemi numerabili e disgiunti di un insieme X .
Allora X e X\ A sono equipotenti.

Dimostrazione Sia A = {a, :n € N} e B={b,:n € N}esiaC=AUB.
Definiamo ¢ : X — X\A come segue: ¢(z) = x se © € X\C; ¢(a,) = ba, €
@(by,) = bay,—1. Chiaramente ¢ & una biiezione tra X e X\ A. |

Teorema 10 R ha la cardinalita di 2N.

Dimostrazione Dividiamo la dimostrazione in tre passi.

1. Sia A il sottoinsieme di 2V formato dalla successione nulla ¢ := 0 (o
0, Vk) e da tutte le successioni definitivamente uguali a! 1. Si noti che A
numerabile?. Sia X := 2N\ A, e definiamo la seguente funzione

o I

Ok

910X —o(0)=) op €(01);
k=1

si noti che ¢ & ben definita su tutto 2V e che ¢(c) = 0 se e solo se ¢ = ¢°

e che ¢(0) = 1 se e solo se o = 1 per ogni k (e che tale successione & un
elemento di A). Siano o # ¢’ elementi di X; sia m = min{n : o, # o), } (si noti
che tale insieme non & vuoto poiché o # ¢’). Per un tale m si ha che o, = 0
e o/ = 1 o viceversa. Senza perdita di generalita supponiamo che o, = 0,

ol 1 e che se m > 1 allora o, = o}, per ogni k < m — 1 e, in tal caso,

!
m

1o & definitivamente uguale ad 1 se esiste n tale che o, =1V k > n.
2Fp={c€e2N:0p_1=0e0,=1Vk>n}efinitoe A= {cYUU,>, Fn-
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m—1
o
poniamo 7,1 := Z 2—: mentre se m = 1 poniamo ry := 0. Poiché o, = 0,
k=1
o, =1eo ¢ A (e quindi non ¢ definitivamente uguale a 1)

(b(O') = Tm-1-+t Z %

k=m+1

Tm—1+ Z 2%

k=m+1

A

/

1 o, > a),
= Tm—1+27:Tm—1+27STm—1+Z27

k=m
= ¢(d')

e quindi ¢ & iniettiva.
Sia z € (0,1) e definiamo, iterativamente, la seguente successione o. Per n = 1,
poniamo

o1 = 1

e si noti che

g1 1
r1::7§x<r1+§§1.

Supponiamo ora che n > 1 e che o1,..., o, siano tali che

- OL 1
rn::ZQ—kgx<rn+2—n§1 (1)
k=1

e definiamo

0 sery, << ry+ —
) — L 27] 1’
1 (2)

1
1, sern+W§m<rn+2—n.

On41 =

Da tale definizione segue che (1) vale con n + 1 al posto di n (e dunque, per
induzione, vale per ogni n € N). Per tale sequenza o si ha che limr,, = ¢(o) e
da (1) segue che z = ¢(x). Quindi ¢ & suriettiva. Abbiamo dimostrato che X e
(0,1) sono equipotenti.

2. (0,1) ¢ equipotente a R: ad esempio z — ¢(z) = cotanmx ¢ una biiezione
tra (0,1) e R. Quindi X & equipotente a R.

3. Sia B := {c® : k € N} dove ¢(® & la successione con O'J(-k) =1sej<k
e U](-k) =0sej > k+ 1. Chiaramente ANB =0 e A, B C 2. Dunque per il
Lemma 9 se%ue che 2¥ e X sono equipotenti. Per transitivita segue la tesi del
teorema.
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Esercizio Data una famiglia numerabile di insiemi numerabili { A, : k¥ € N} con
A = {a§k) : j € N}, trovare una numerazione esplicita di U, A,, che “continui”

la seguente numerazione: a; = (1) —aV — q? —q? —alV

g a1 =4ay; ,02 =09 ",A3 =09 ", A4 = Ay ", G5 = Ag ",
_ .2 _ .3 G _ (3 _ _ (45)

ag = a3 , A7 = a3 , ag — a2 , g = al , a0 = a4 y eeey 2009 = a17 gouo

[Risposta: siano g, := [v/n] ([]=parte intera di -), in := n — ¢2, kn := min{in,qn + 1} e

Jn = min{2(¢gn + 1) — in,gn + 1}. Allora a, = a&) sein=0¢ea, = a;i") altrimenti.]



