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Esercizio 1

Dobbiamo stimare due parametri quindi abbiamo bisogno di 2 equazioni:
dovremo usare sia il momento primo che il momento secondo

{ pr = M
12

Dalla definizione:

m = E(X); My = (X)

pe =E(X?%) =Var(X)+E(X)? e My =157 | X2
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r(r _ n 2
Py = 2im1Xi
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Risolvendo questo sistema e osservando che S* = =5 > 11 | X7 — 23 X si
ottiene: B
~ X2
Tm = n=1g2
—~ nX
>\m = n—1 SQ

Esercizio 2

Stimiamo i due parametri con il metodo dei momenti (osservando che
in questo caso abbiamo 2 campioni casuali quindi é sufficiente usare solo il

momento primo):
a+b =
a—b =

Uy =
b = “5—

Per Paltra stima scriviamo le funzioni di verosimiglianza per i due cam-
pioni:

]

da cul otteniamo:
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1 \" _ZL(i—eow)?
L2(y1,"'7yn’a_b) = \/272 e 202
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Poniamoa=a+bef=a—10:




Allora

1 ooy (X—a)?
Li(zy,...,zp,a) = Noroe e 252
TOo

1 ) nown (Yi—beta)?
(&4 202
Voro?

Dobbiamo massimizzare queste funzioni: passiamo al logaritmo

Lg(yl, ...,yn,ﬁ) = (

(Xi — )’

n
logLy(x1, ..., T, a) = —nlog V2mo? — Liz1 52
o

e deriviamo rispetto a a:
0 1 _
8—alogL1(x1, vy Ty Q1) = ~352 (2a — 2X)

Osserviamo che:

1 _
logly(x1, ..., p, ) =0 < ~552 (2a-2X) s a=X
o

Oo

Facciamo la stessa cosa per La(y1, ..., Yn, 3): passiamo al logaritmo

" oY — 2
logLQ(yla 7?/7175) = —nlogm — M

202
e poi deriviamo

0 1 _
%logLQ(yla 7yna6) = 7? (QB - 2Y)

Quindi:
0 ; B 1 _ o
a5 0gLa(y1, sy, @) = 06 —5—5 (26 =2V) & =Y
Ci rimane da mettere a sistema le due relazioni trovate:
a = X
B =Y
at+b = ):(
a—b =Y
da cui otteniamo: o
~ X+Y
Ay 2
{ b’L} XEY

Esercizio 3



Stimiamo 6 con il metodo dei momenti:

> O 122, >
M:Ml«:»IE(X):X@/ —dr=-—lg===X
o 0 0 2

Da cui (/9\m = 2X. Calcoliamo la media di ém

E@m:EQX:2E< ZX>_2 ZIEX_Qin—Q 9

Scriviamo la funzione di verosimiglianza:

1
L(z1, ..., xn, 0) H@ (0,0)(@i) —< ) Hl 0,0) (i)

Vogliamo determinare il valore di # che massimizza questa funzione, allora
osserviamo che il prodotto [];"; 1(g¢y(z;) assume i valori 0;1 e dunque &
massimo quando vale 1; allora chiamo:

Y1 = min{xy,...,xn}

Y, = maz{z1,...,yn}

H?:l 1(079)(.%') =1Y  >0eY, <0&sY € (O,Yn) ef e (Yn,-i—oo)
Allora:

1 1\"
mgXL(fﬂl,.--,fﬁn,@) = max < ) Hl(o o) (i) = max <0> L(0,v,)(Y1)1(y, 400)(0)

Dato che questa funzione ¢ decrescente in ¢ il massimo si ottiene per § =Y,
Da qui ricaviamo che 68, =Y,
Per calcolare la media dobbiamo calcolare la distribuzione di Y,,:

P(Y, <y) = P(maz{Xy,.., X} <y) =P(X1 <y,...Xn <y) = [P(X1 < y)]" =

Y1 n y”
= ( ; 91[00}( )dl“) =

a yn nyn 1
Ty (y) = oy [ } =~ ——1(0,0)(y)
E(Y,) = Tyt g

Esercizio 4

Calcoliamo la funzione di massima verosimiglianza:

n o 2\"
L(ﬂﬁh ey Ty, 0) = H 02 1(0,9)(332') = <92) Hmz‘l(o,a)(%‘)
i=1




Come prima vogliamo determinare il valore di 6 che massimizza questa fun-
zione, e osserviamo che il prodotto [ 1(g ¢)(%;) assume il massimo quando
vale 1; allora chiamo:

Y1 = min{xy,...,zn}

Y, = mazx{zy,...,yn}.

H?:l 1(079)(.731') =leY;>0eY,<0&Y € (O,Yn) efe (Yn, —|-OO)
Allora:

) n n 2 n
max L(z1, ey 7, 0) = max <92> Hl‘z’l(o,e) (z;) = max <92> 2i1(0,v,) (Y1) 1(v, 100)(0)
i=1

La funzione ¢ decrescente in 6, dunque il massimo si ha per § =Y,
Allora 6, = Y,,.
Calcoliamo la distribuzione di Yy,:

P(Y, <y) = P(maz{X1, ... X,} <y) = P(X1 < y,... Xp <y) = [P(X1 < y)|" =

Y 2x n y2"

o y2n Qnyanl
fr.(y) = 3y [02”] = g 10,0)(y)
0 2n
2ny 2n
E(Y,) = ——dy=—-0
Yo)= | =W = 5,57
7] 2n+1
2ny n
EY2) = | “——dy= 6*
() /0 g2n Y n+1

n 2n 2 n
Vary, = 6% — ) = 6>
P <2n—|—1 > (n+1)(2n+1)
Esercizio 5

Scriviamo la funzione di verosimiglianza:

ool 1 \"r
L(z1,...,mp,0) = H ml(ogeﬂ)(l’i) = (29+1> H L(0,20+1)(wi)
i=1 =1

Vogliamo determinare il valore di 6 che massimizza questa funzione, allora
osserviamo che il prodotto J[;Z; 1(9,26+1)(2i) assume i valori 0;1 e dunque &
massimo quando vale 1; allora chiamo:

Y1 = min{xy,...,zn}

Y, = maz{z1,...,yn}

H?:l 1(07294,1)(.’17@‘) = 1 = Y1 > 0 e Yn < 20 + 1 =

4



Vi €(0,Y,) e20+1€ (Y, +00)
Allora:

n n

meaxL(J:l, ey T, 0) = meax (29+ 1> H (0,20+1)

1 n
- (29 + 1> L(0,v,) (Y1) 13, 400) (20 + 1)

Dato che questa funzione é decrescente in # il massimo si ottiene per 20+1 =

Y,, Da qui ricaviamo che 6, = %



