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Esercizio 1

1. Ogni variabile Xi ha funzione di densità fX(x) = 1
a1[θ−a

2
,θ+a

2
](x).

Calcoliamola funzione di distribuzione di Y1:

P (Y1 ≤ y) = P (min{X1, ..., Xn} ≤ y) = 1−P (min{X1, ..., X−n} ≥ y) =

= 1−P (X1 ≥ y, ...,Xn ≥ y) = 1−[P (X1 ≥ y)]n = 1−
(∫ +∞

y

1
a
1[θ−a

2
,θ+a

2
](x)dx

)n

=

=


1−

[
1

an (a
2 − θ − y)

]n
se y ∈ (θ − a

2 , θ + a
2 )

1 se y ≥ θ + a
2

0 se y ≤ θ − a
2

fY1(y) =
d

dy
P (Y1 ≤ y) =

n

an
(
a

2
+ θ − y)n−11(θ−a

2
,θ+a

2 )
(y)

2. Per calcolare la distribuzione di Y2 si procede in maniera analoga:

P (Y2 ≤ y) = P (max{X1, ..., Xn} ≤ y) = P (X1 ≤ y, ...,Xn ≤ y) = [P (X1 ≤ y)]n =

=
(∫ y

−∞

1
a
1[θ−a

2
,θ+a

2
](x)dx

)n

=


[

1
an (−a

2 + θ + y)
]n

se y ∈ (θ − a
2 , θ + a

2 )
1 se y ≥ θ + a

2
0 se y ≤ θ − a

2

fY2(y) =
d

dy
P (Y2 ≤ y) =

n

an

(
−a

2
+ θ + y

)n−1
1(θ−a

2
,θ+a

2 )
(y)

Esercizio 2

Utilizzado la legge debole dei grandi numeri :
se n > σ2

ε2δ
, allora

P
(
‖X̄ − µ‖ < ε

)
≥ 1− δ

Qiundi basterà risolvere:

n >
1

(0, 5)20.05

da cui otteniamo n > 80

Esercizio 3

Calcoliamo le funzioni generatrici dei momenti di S e X̄:
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1.

mS(t) = E
(
et

Pn
i=1 Xi

)
=

n∏
i=1

etXi =
n∏

i=1

( ∞∑
x=0

etx λxeλ

x!

)
=

=
n∏

i=1

eλ(et−1)

( ∞∑
x=0

λetxe−λet

x!

)
=

n∏
i=1

eλ(et−1) = eλn(et−1)

2.

mX̄(t) = E
(

et
Pn

i=1 Xi
n

)
= E

(
e

t
n

Pn
i=1 Xi

)
= mS

(
t

n

)
= e

λn
“
e

t
n−1

”

Esercizio 4

Osserviamo che fX(x, θ) = 1
θ4 xe−

x
θ2 è la funzione di densità di una Γ

(
2, 1

θ2

)
mX̄(t) = mP

i=1 nXi

(
t

n

)
chiamo t

n = s:

n∏
i=1

E
(
esXi

)
=

n∏
i=1

[∫ +∞

0
esx 1

θ4
xe−

x
θ2

]
=

n∏
i=1

[∫ +∞

0

1
θ4

xe
−x

“
1

θ2−s
”]

=

integriamo per parti:

n∏
i=1

(
1
θ4

1(
1
θ2 − s

) ∫ +∞

0
e
−x

“
1

θ2−s
”)

=

[ (
1
θ2

)2(
1
θ2 − s

)2
]n

=
( n

θ2

n
θ2 − t

)2n

Dunque X̄ è una Γ
(
2n, n

θ2

)
.

Allora E(X̄) = 2n
n θ2 = 2θ2

Esercizio 5

1.

Y =
n∑

i=1

(aXi + b) ∼ N(a
n∑

i=1

µi + nb, a2n)

Quindi dobbiamo imporre che a2n = 1 e a
∑n

i=1(i− 1)+nb = 0 da cui
ricaviamo a = 1√

n
e b = 1

n −
1−n
2
√

n

2. Z̄ è distribuita come una N
(
0, 1

n

)
3. Calcolando la funzione generatrice dei momenti di Y 2 ricaviamo che

Y 2 ∼ Γ
(

1
2 , 1

2

)
∼ χ2

1. D'altra parte sappiamo che (n−1)S2 è distribuita
come una χ2

n−1.Dunque:

Y 2

S2
∼ F (1, n− 1)
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Esercizio 6

1. Dal calcolo della funzione generatrice dei momenti otteniamo:

mX̄(t) =
(

nθ

nθ − t

)n

Qiundi X̄ ∼ Γ(n, nθ)

2. Procedendo come nell'esercizio 1:

P (max{X1, ..., Xn} ≤ z) = [P (X1 ≤ z)]n =
(
1− e−θz

)n

fZ(z) =
d

dz
P (Z ≤ z) = nθe−θz

(
1− e−θz

)n−1

3. Xi ∼ Γ(1, 1
2) ∼ χ2

2 e analogamente Xj ∼ Γ(1, 1
2) ∼ χ2

2

Da un risultato teorico possiamo concludere che Xi
Xj

∼ F (2, 2)

Esercizio 7

1. Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti:

mX̄(t) = mPn
i=1 Xi

(
t

n

)
=

( 1
2

1
2 −

t
n

)k
n

=
( n

2
n
2 − t

)nk

Quindi X̄ ∼ Γ(nk, n
2 )

2. U ∼ χ2
m e X1 ∼ χ2

2k indipendenti.
Da un risultato teorico otteniamo che Z = 2k

m
U
X1

∼ F (2k, m)
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