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Esercizio 1

1.

fX,Y (x, y) = λ2e−λy1(0,y)(x)1(0,+∞)(y) = λ2e−λy1(0,+∞)(x)1(x,+∞)(y)

fX(x) =
∫ +∞

x
λ2e−λy1(0,+∞)(x)dy = λe−λx1(0,+∞)(x)

fY |X(x|y) =
fX,Y (x, y)

fX(x)
=

λ2e−λy1(0,+∞)(x)1(x,+∞)(y)
λe−λx1(0,+∞)(x)

= λe−λ(y−x)1(x,+∞)(y)

E(Y |X = x) =
∫ +∞

x
yλe−λ(y−x)dy = x +

1
λ

Quindi E(Y |X) = X − 1
λ

2.

fX(x) =
∫ +∞

0
xe−x(y+1)dy = e−x

fY |X(y|x) =
fX,Y (x, y)

fX(x)
=

xe−x(y+1)

e−x
= xe−xy

E(Y |X = x) =
∫ +∞

0
yxe−xydy =

1
x

Quindi E(Y |X) = 1
X

Esercizio 2

X ∼ B(n, p),

mX(t) = E
(
etX
)

=
n∑

x=0

(
n
x

)
etxpxqn−x =

n∑
x=0

(
n
x

)(
pet
)x

qn−x =
(
pet + q

)n
Analogamente Y ∼ B(m, p),

mY (t) = E
(
etY
)

=
m∑

y=0

(
m
y

)
etypyqm−y =

m∑
y=0

(
m
y

)(
pet
)y

qm−y =
(
pet + q

)m
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Sia Z = X + Y : ne calcolo la funzione generatrice dei momenti

mZ(t) = E
(
etZ
)

= E
(
et(X+Y )

)
= E

(
etX
)

E
(
etY
)

= mX(t)mY (t) =

=
(
pet + q

)n (
pet + q

)m =
(
pet + q

)n+m

e questa è la funzione generatrice dei momenti di una B(n + m, p)

Esercizio 3

1. Cacoliamo la funzione geneatrice dei momenti:

mY (y) = E
(
etY
)

= E
(
etX2

)
=
∫ +∞

0
etx2

2xe−x2
dx =

= −
∫ +∞

0

−2x(1− t)
1− t

e−x2(1−t)dx = − 1
1− t

[
−e−x2(1−t)

]+∞
0

=
1

1− t

per t < 1 Questa è la funzione generatrice dei momenti di una variabile
esponenziale di parametro 1.

2. Anche in questo caso procediamo calcolando la funzione generatrice
dei momenti di Z:

mZ(t) = E
(
etZ
)

= E
(
et

Pn
i=1 Yi

)
=

n∏
i=1

E
(
etYi
)

= E
(
etY1

)n
=
(

1
1− t

)n

Allora Z ∼ Γ(n, 1)

Esercizio 4

Possiamo procedere in 2 modi

1. • Metodo della funzione di distribuzione

FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (X2 ≤ z) = P (−
√

z ≤ X ≤
√

z) = 2P (0 ≤ X ≤
√

z) =

= 2
∫ √

z

0

1√
2π

e
1
2
x2

dx

d

dz
FZ(z) =

1√
2π

z
1
2 e−

1
2
z

Questa è la funzione di densità di una Γ
(

1
2 , 1

2

)
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• Metodo della funzione generatrice dei momenti

mZ(z) = E
(
etX2

)
=
∫ +∞

−∞
etx2 1√

2π
e−

1
2
x2

dx =
∫ +∞

−∞

1√
2π

e−
1
2
x2(1−2t)dx =

=
∫ +∞

−∞

1√
1−2t
1√

1−2t

1√
2π

e−
1
2
x2(1−2t)dx =

1√
1− 2t

=

(
1
2

1
2 − t

) 1
2

Quella che abbiamo trovato è la funzione generatrice dei momenti
di una Γ(1

2 , 1
2) ∼ χ2

1.

2.

mX2
1+X2

2
(t) = E

(
et(X2

1+X2
2 )
)

= E
(
etX2

1

)
E
(
etX2

2

)
=

1
2

1
2 − t

ed è la funzione generatrice dei momenti di una χ2
2

3.

mX2
1+...+X2

n
(t) =

n∏
i=1

(
1√

1− 2t

)
=

(
1
2

1
2 − t

)n
2

che è la funzione generatrice dei momenti di una χ2
n
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