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Esercizio 1

X1, ..., X, ¢ un campione casuale da Bernoulli(6).
Applico il metodo di fattorizzazione:

f2,0) =0"(1—0)" "1y (2)

f(x1, 22, ., 20, 0) = H9f(1—9)1_xi1{0;1}(33i) = Gi=1 T (1) i H L0,y (i)
i=1 i=1

Definisco:
8($1, $n) = E?:l ZT;
951, ) 0) = @) (] gyrsteran)

h(:El, ,IL‘n) = H:‘Lzl 1{0;1}($i)

Osserviamo che la funzione g dipende da 1, ..., z, solo attraverso la funzione

S(T1, ey ).
Allora

f(x1, o, .oy, 0) = g(s(1, ...y p), O)R(21, ..., Tp)
Dunque S = s(X1,...X,) = Y ;- X; ¢ una statistica sufficiente per 6 .

Esercizio 2

X1, ..., X;, ¢ un campione casuale da f(x,0) = 02936_9””1(0#00) (z).
Anche in questo caso applico il metodo di fattorizzazione:

flxr, @2, .., 20, 0) = H 92xi€_0xi1(07+oo) () = 62nef iz @i H$i1(0,+oo)($z‘)

i=1 i=1
Definisco:
S(T1, ey Tp) = S
g(S(.’Ifl,...,.’Ifn)70) = 02”695(1'1,...,:271)
h(@1,.., ) = i) 2il(0,400) (i)
Allora

fz1, 29, cyxn, 0) = g(s(z1, ..., xn), 0)A(x1, ...y Tp)
Dunque S = s(X1,...,X,) = Y_;~; X; ¢ una statistica sufficiente per 6 .



In alternativa si puo osservare che f(z,0) = 92:ne_9“”1(07+00) (z) appartie-

ne ad una famiglia esponenziale cioé f(z,6) = a(8)b(x)e“D4*) con:
a(f@) = 62
b(z) = 21 400)(®)
c0) = —0
d(z) = x

Quindi per un risultato teorico > 1, d(X;) = > i, X; € una statistica
sufficiente per 6.

Esercizio 3

X1, ..., X, & un campione casuale da Uniforme sull’intervallo (u — o, u + o),
quindi

1
f(xa K, U) = %1(;1—07/1—}—0) (.’IJ)
Metodo di fattorizzazione:

ol 1\" 1+
f(xh ...,xn,,u,a) = H %1(ufa,u+a)(xi) = <20_> H 1(,ufo,u+o)(mi)

i=1 i=1

Siano: _
y1 = min{xi, ...z}
Yn = mazx{ry,..., Ty}

allora possiamo scrivere:

1 n
I R =) IR TR T

Definisco:
51(21, .0, Tny) = Y1
82(3:‘1, ,Qj‘n) = Yn
n
9(31(951,---,xn)732($1,---,$n)7ﬂa U) = (%) 1(ufa,yn)(yl)l(yl,u+a’)(yn)
h(z1, ..., Tp) = 1
Dato che

flxr, @, py0) = g(s1(x1, oy Tn)y $2(X1, ooy T )y iy ) R(X 14 ey )

possiamo concludere che s1(X7,..., X)) = Y7 e s9(X7, ..., X;,) = Y, sono due
statistiche congiuntamente sufficienti.

Esercizio 4



Osserviamo che f(z,01,0) = Sz ~1(1 — 33)92_11(071)(3:) appartiene ad una
famiglia esponenziale a due parametri; infatti se definiamo:

a(91, 92) = 1/C
blx) = L)
61(91) = 91 -1
di(z) = Inz
62(02) = 92 -1
da(z) = In(l-—2)

possiamo scrivere
f(2,01,02) = (6, 02)b(x)er 1)1 (@) +ea(b2)d2(2)
Dunque per un risultato teorico S; = > ", di(X;) = Y °  InX; e Sy =
=1 =1
Yo de(X;) =>"" ; In(1 — X;) sono due statistiche congiuntamente
sufficienti.

Esercizio 5

1. f(z,0) = 9;169*11(071)(;16) Scriviamo la funzione di verosimiglianza:

L(z1, .. 70, 0) = 0" wa_ll(o,l)(%)
i=1

log L(x1, ..., xn, 0) = log(0")+(0—1) logH:c,-(Q—l) = nlog 0+(6—-1) Zlog:ci

=1 =1
9 1og IL( 0) ”+zn:10x 00 o
— 10, L1y eeeyLp, = — . = ==
g OB b S log 7
by = —
Yo log X;

2. f(x,H) = 9,%9_11(0’1) ($) = 01(071) (x)e(o—l)lnx‘
Allora f(z,6) appartiene ad una famiglia esponenziale con:

a(f@) = 0
b(z) = L)
c@) = 6-1
d(x) = Inz

Yo d(X;) = 30" InX; ¢ una statistica sufficiente minimale e com-
pleta per 6.



0
%lnf(xﬁ) =

E [(;9 In(X, 0))2

Calcoliamo Eln X:

+00 1 1 1 20711
E(lnX) = / Inzf(z,0)dr = / 0zt Inxdx = [lnxwa}o—/ 2t = [—9} =
0 0 0

—0o0

Allora E |(} +1n.X)°| = Var(in X).
Determiniamo la distribuzione di ¥ = —1n X:

1
PY <y =Plx>eY)= / Pl =1—e%
e Y

d _
fy(y,0) = @P(Y <y) =01 1o0)(¥)

€

Y ¢ una esponenziale di parametro 6, allora VarY = z;.

L’informazione di Fischer ¢ 5.

Sia 7(0) = 1 uno stimatore non distorto di 3.
o(0) =~ e ((0)° = %

Allora il limite inferiore di Cramer Rao é: #

4. Abbiamo detto che (/9\1) = —W; dunque uno stimatore di % é
i=1 i
/1\ N Z?:l log Xz
6) n

Questo stimatore & non distorto perché:

o(Bomn) - 1))

In piu

/1) S log X\ 1< 1n 1
VM<9> - <_n) T2 ;Var(lnXi) =g T g = liminfCR

Allora —2="=1"18Xi 4y UMVUE di J.

Esercizio 6



f(z,0) = 39%21(0,9) (z)
1.

o 322 3\" 1
L($1, ...,$n,9) = H 03 1(0’9)(1‘1) = <03> H$?1(079)($¢)
i=1 =1

Chiamo:
y1 = min{x1, ..., zn}
Yn = max{ry,...,Tpn}.

3\" 4
L(z1, ..., 70, 0) = <93> H$?1(0,yn)(y1)1(yn,+oo)(9)

i=1
La funzione ¢ decrescente in ¢, dunque il massimo si ha per 6 = y,
Allora 6, =Y,,.

2. Applico il metodo di fattorizzazione:

=N

m 3a
f(xla "'7xn79) = H 93 1(0,9)<xi)
=1

possiamo scrivere:

3\" 1
Forseend) = () TLH1000 00010000

i=1
Definisco:
S(T1y ey Tp) = . Yn
g(S(ZL’l, ...,l‘n), 9) = (0%) 1(5(9517---»5’:”)7""00)(9)
h(z1, ..., 2n) = [T, x%l((),yn)(@ﬂ)
Dato che

f(z1, .oy, py0) = g(s(z1, ..oy xn), ) R(21, ...y p)

possiamo concludere che s(X7, ..., X;,) = Y,, ¢ una statistica sufficiente.
La funzione di densita di Y, é:

3In 3n—1
frv, (y,0) = 337,11(0,9)@)-

Y,, & una statistica completa se E(Z(Y,))=0= P (Z(Y,)=0)=1
Verifichiamolo:

3n—1

E(Z(Ya) =[] 2(y)on—dy = 2 [7 2(y)y*"~'dy = 0 V0 <




9 -
% fO z(y)y3 ldy =0 V0 =

2(0)03" 1V = 2 =0

Allora P (Z (Y,) = 0) = 1 = la statistica & completa.

. Non possiamo calcolare il limite inferiore di Cramer Rao perché

d 333
d9 193 du # / do 93

. Per calcolare 'UMVUE applichiamo Lehmann-Scheffé:
consideriamo 1" = Y,,, stimatore di 0;

3n

BEn) = n+1

Questo stimatore & distorto, dunque T = %T é uno stimatore cor-
retto di 8, ed é funzione di una statistica sufficiente e completa, allora
¢ un UMVUE.



