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Soluzione esercizio 1

1) La media campionaria X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi è normale con media µ e varianza

σ2

n dunque per essere normale standard deve essere µ = 0 e σ2 = n.

2) La varianza campionaria S2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi−X̄)2 é tale che U = (n−1)S2

σ2 =
n−1

n S2 ha distribuzione χ2
n−1.

3) Abbiamo che X̄2 ha distribuzione χ2
1, X̄ e S2 sono indipendenti e nX̄2

S2 =
X̄2

U
n−1

. Dunque nX̄2

S2 ha distribuzione F (1, n− 1)

Soluzione esercizio 2

1) Abbiamo ∫ ∞

θ

e−xdx = e−θ

dunque se C = eθ abbiamo che la funzione f(x, θ) è una densità.

2)

E(X) = eθ

∫ ∞

θ

xe−xdx = eθ
[
− xe−x

∣∣∣∞
θ

+
∫ ∞

θ

e−xdx
]

= θ + 1

E(X2) = eθ

∫ ∞

θ

x2e−xdx = eθ
[
−x2e−x

∣∣∣∞
θ

+
∫ ∞

θ

2xe−xdx
]

= θ2 +2θ +2

var(X) = θ2 + 2θ + 2− (θ + 1)2 = 1

3) Con il metodo dei momenti abbiamo X̄ = Θ̂mom + 1 cioè

Θ̂mom = X̄ − 1

4) E(Θ̂mom) = E(X̄)−1 = θ dunque è non distorto. Il suo errore quadratico
medio è la sua varianza:

var(Θ̂mom) = var(X̄) =
1
n

1



5) La funzione verosimiglianza è:

L(θ;x1, ..., xn) = enθe−
∑

i
xi

n∏
i=1

1[θ,∞)(xi) = enθe−
∑

i
xi1[θ,∞)(y1)

con y1 = min{x1, ..., xn} che è massima per θ massimo e dunque

Θ̂ver = Y1

6) La distribuzione di Y1 la ricavo da:

P (Y1 ≤ y) = 1− P (Y1 > y) = 1−
[
eθ

∫ ∞

y

e−xdx
]n

= 1− e−(y−θ)n

per y ≥ θ. Dunque la sua densità è:

fY1(y, θ) = ne−(y−θ)n1[θ,∞](y)

Abbiamo:
E(Y1) = eθnn

∫ ∞

θ

ye−yndy = θ +
1
n

E(Y 2
1 ) = eθnn

∫ ∞

θ

y2e−yndy = θ2 +
2
n

(θ +
1
n

)

Dunque Θ̂ver è distorto e la sua varianza è

var(Y1) = θ2 +
2
n

(θ +
1
n

)−
[
θ +

1
n

]2

=
1
n2

L’errore quadratico medio risulta quindi:

MSE(Y1) = var(Y1) +
[
θ − E(Y1)

]2

=
2
n2

2


