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Esercizio 1.

(a) π(θ) = P
(

X ≥ 1
2

∣∣∣θ) =
∫ 1

1
2

θxθ−1dx = 1− 1
2θ

sup
θ≤1

π(θ) = 1− 1
2

=
1
2

(b) Usiamo il lemma di Neyman-Pearson:
L(θ0)
L(θ1)

= 2x ≤ k∗ ⇔ x ≤ k, quindi

la regione critica è C = {x|x ≤ k}. Troviamo k tramite:

α = P(X ≤ k|θ0) =
∫ k

0
2x dx = k2, quindi k =

√
α.

(c) Si può vedere che la densità appartiene alla famiglia esponenziale, infatti:
f(x; θ) = θe(θ−1) log x

1(0,1)(x), applichiamo, quindi, il teorema. La funzione
c(θ) = θ − 1 è una funzione crescente, la statistica che dobbiamo usare è T =
log X e quindi (notare che le disuguaglianze nelle due regioni di verifica sono
invertite rispetto a quelle del teorema, ciò implica che dobbiamo invertire la
disuguaglianza nella regione critica corrispondente) dobbiamo vedere se esiste

k∗ tale che α = P (log X < k∗|θ0 = 2) = P
(
X < ek∗ = k|θ0 = 2

)
=
∫ k

0
2x dx =

k2, quindi il test UMP di ampiezza α è quello individuato dalla regione critica
C = {x|x <

√
α}.

(d) Tutti i rapporti di verosimiglianza sono del tipo
L(θ0)
L(θ1)

= 2x ≤ k. L’errore

di I tipo è α = P(2X ≤ k|θ0 = 2) =
∫ k

2

0
2x dx =

k2

4
, l’errore di II tipo

è β = P(2x > k|θ1 = 1) =
∫ 1

k
2

dx = 1 − k

2
. Dobbiamo quindi minimizzare

rispetto a k la quantità α + β =
k2

4
+ 1 − k

2
=

k2 − 2k + 4
4

e il minimo è

raggiunto in k = 1, quindi la regione critica C = {x|2x ≤ 1} è quella che
individua il test di rapporto di verosimiglianza che minimizza α + β.

Esercizio 2. Si denoti con X1, . . . , Xn un campione estratto da f(x; θ) = 1
θx

1−θ
θ 1(0,1)(x).

Verificate
{

H0 : θ ≤ θ0

H1 : θ > θ0

(a) La densità appartiene alla famiglia esponenziale, infatti:

f(x; θ) =
1
θ
e

1−θ
θ , possiamo applicare, quindi, il teorema. La funzione

c(θ) =
1− θ

θ
è decrescente e la statistica che dobbiamo usare è T =

n∑
i=1

log Xi,

deve esistere k∗ tale che α = P

(
n∑

i=1

log Xi < k∗
∣∣∣θ0

)
. Dobbiamo, quindi,

1



trovare la distribuzione di T . Troviamo la distribuzione di Zi = − log Xi:

fZi(z) = fXi

(
e−z
)
e−z =

1
θ
e−

1
θ
z
1(0,+∞)(z) ∼ Esp

(
1
θ

)
, quindi Y =

n∑
i=1

Zi ∼

Gamma

(
n,

1
θ

)
, infine troviamo la densità di W = −Y = −

n∑
i=1

Zi =
n∑

i=1

log Xi

ed è fW (w) = fY (−w) =

(
1
θ

)n
Γ(n)

(−w)n−1e
1
θ
w
1(−∞,0)(w).

(b) 0, 05 = P(W < k∗|θ0 = 1) =
∫ k∗

−∞
−we

1
θ
wdw = ek∗ − k∗ek∗ , quindi la funzione

di potenza è π(θ) = P(W < k∗|θ) = − 1
θ2

{
k∗θe

k∗
θ − θ2e

k∗
θ

}
con k∗ che verifica

la relazione sopra.

Esercizio 3. Sappiamo, quindi, che la densità di Z = X1+X2 è fZ(z) =
1
θ2

(z1(0,θ)(z)+

(2θ − z)1(θ,2θ)(z)). Quindi π(θ) = P(Z ≥ 1|θ) =
∫ 2θ

1
fZ(z)dz. Dobbiamo di-

stinguere quindi due casi: il primo in cui 1 < θ, il secondo in cui 1 ≥ θ (ovvia-
mente se θ ≤ 1

2 la funzione di potenza è nulla). Per il primo caso si ha: π(θ) =
1
θ2

[∫ θ

1
z dz +

∫ 2θ

θ
(2θ − z)dz

]
=
(

1− 1
2θ2

)
1(1,+∞)(θ). Per il secondo: π(θ) =

1
θ2

∫ 2θ

1
(2θ − z)dz =

(2θ − 1)2

2θ2
1( 1

2
,1)(θ). Quindi la funzione di potenza è: π(θ) =

(2θ − 1)2

2θ2
1( 1

2
,1](θ)+

(
1− 1

2θ2

)
1(1,+∞)(θ). L’ampiezza è quindi: α = sup

θ≤1
π(θ) =

1
2
.

Esercizio 4. Le variabili sono Gamma(2, θ) e la densità appartiene alla famiglia
esponenziale. La funzione c(θ) = −θ è decrescente, la statistica da utilizzare è T =

n∑
i=1

Xi e la statistica si distribuisce come una Gamma(2n, θ), quindi α = P(Z < k∗)

e la regione critica del test UMP è C = {(x1, . . . , xn)|Z < k∗}, con k∗ che verifica la
relazione sopra.
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