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Soluzione esercizio 1

1) La variabile casuale
∑n

i=1 aXi è normale con media
∑n

i=1 a(i − 1) =
an(n−1)

2 e varianza
∑n

i=1 a2 = a2n. Dunque se a = 1√
n

e b = −an(n−1)
2 =

−
√

n(n−1)
2 abbiamo Y normale standard.

2) Z̄ ha distribuzione N (0, 1
m ) e

∑m
i=1(Zi − Z̄)2 ha distribuzione χ2

m−1 (vd
[MGB] pg 250).

3) Y 2

S2 ha distribuzione F (1,m− 1) e X1
S ha distribuzione t(m− 1).

4) Le Ui hanno distribuzione χ2
1 che anche è Γ( 1

2 , 1
2 ) Dunque

∑m
i=1 Ui ∼

Γ(m
2 , 1

2 ) = χ2
m e quindi Ū

X2
1
∼ F (m, 1).

Soluzione esercizio 2

1) Abbiamo ∫
xm1[0,θ](x)dx =

θm+1

m + 1

dunque se C = m+1
θm+1 abbiamo che la funzione f(x, θ) è una densità.

2)

E(X) =
m + 1
m + 2

θ, E(X2) =
m + 1
m + 3

θ2, var(X) = θ2 m + 1
(m + 2)2(m + 3)

3) Con il metodo dei momenti abbiamo X̄ = m+1
m+2 Θ̂mom cioè

Θ̂mom =
m + 2
m + 1

X̄

4) E(Θ̂mom) = m+2
m+1E(X̄) = θ dunque è non distorto. Il suo errore quadratico

medio è la sua varianza:

var(Θ̂mom) =
(m + 2

m + 1

)2

var(X̄) =
(m + 2

m + 1

)2 1
n

θ2 m + 1
(m + 2)2(m + 3)

=
1
n

θ2 1
(m + 1)(m + 3)

1



5) La funzione verosimiglianza è:

L(θ;x1, ..., xn) =
(m + 1

θm+1

)n

xm
1 ...xm

n 1[0,θ](x1)...1[0,θ](xn) =

=
(m + 1

θm+1

)n

xm
1 ...xm

n 1{y1≥0}1{yn≤θ}

con y1 = min{x1, ..., xn} e yn = max{x1, ..., xn}, che è massima per θ
minima e dunque

Θ̂ver = Yn

6) La distribuzione di Yn la ricavo da:

P (Yn ≤ y) =
[
C

∫ y

0

xm dx
]n

=
[ym+1

θm+1

]n

per y ∈ [0, θ] mentre P (Yn ≤ y) = 0 per y < 0 e P (Yn ≤ y) = 1 per y > θ.
Dunque la sua densità è:

fYn
(y, θ) = n(m + 1)

yn(m+1)−1

θn(m+1)
1[0,θ]

Abbiamo:

E(Yn) = θ
n(m + 1)

n(m + 1) + 1
, E(Y 2

n ) = θ2 n(m + 1)
n(m + 1) + 2

Dunque Θ̂ver è distorto e la sua varianza è

var(Yn) = θ2 n(m + 1)
(n(m + 1) + 2)(n(m + 1) + 1)2

L’errore quadratico medio risulta quindi:

MSE(Yn) = var(Yn) +
[
θ − E(Yn)

]2

=

= θ2 2
(n(m + 1) + 2)(n(m + 1) + 1)

Per grandi n abbiamo dunque MSE(Yn) ' 2θ2

(n(m+1))2 � MSE(Θ̂mom).
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