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Esercizio 1.

a) E
((

d
dθ

ln f(X, θ)
)2)

= E((X − θ)2) = V ar(X) = 1. Se T1è lo stimatore di θ, T2

di θ2 e T3 di P(X > 0) si ha:

V ar(T1) >
1

n
V ar(T2) >

4θ2

n

e considerando che

P(X > 0) =

∫ +∞

0

1√
2π

e−
(x−θ)2

2 dx =

∫ +∞

−θ

1√
2π

e−
y2

2 dy = E(1(0,+∞)(X))

d

dθ
P(X > 0) =

1√
2π

e−
θ2

2

e quindi

V ar(T3) >
e−θ2

2πn

b) Se poniamo T2 = X2 − 1 si ha che E(T2) = E(X2)− 1 = V ar(X) + θ2 − 1 = θ2.

c) Se poniamo T3 =
1

n

n∑
i=1

1(0,+∞)(Xi) si ha che E(T3) = P(X > 0).

d) Ricordiamo che lo stimatore di massima verosimiglianza per θ è X e poiché la
funzione di θ ∫ +∞

−θ

1√
2π

e−
y2

2 dy

è biunivoca si ha che lo stimatore di massima verosimiglianza di P(X > 0) è

T ∗3 =

∫ +∞

−X

1√
2π

e−
y2

2 dy =

∫ +∞

0

1√
2π

e−
(x−X)2

2 dx

e) Si calcola facilmente che lo stimatore T ∗2 = X
2 − 1

n
è non distorto e poiché

è funzione della statistica sufficiente, minimale e completa
n∑

i=1

Xi è l’UMVUE

cercato.
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Esercizio 2.

a) Calcoliamo lo stimatore di massima verosimiglianza di θ. Si trova che Θ̂ =

− n∑
i ln Xi

. Quindi, poiché la funzione di θ µ = θ
1+θ

è biunivoca, per l’invarianza

si ha che M̂ =
−n∑

i ln Xi − n

b) f(x, θ) = θ exp{(θ − 1) ln x}, quindi S =
n∑

i=1

Xi è una statistica sufficiente,

minimale e completa.

c) Calcoliamo l’informazione attesa di Fisher per una variabile:

E
(( d

dθ
ln f(x, θ)

)2)
= E

(( d

dθ
(ln θ + (θ − 1) ln x)

)2)
=

= E
((1

θ
+ ln x

)2)
= V ar(− ln X) =

1

θ2

poiché le variabili Yi = − ln Xi, i = 1, . . . , n sono Esp(θ). Quindi la variabile

Z = − 1

n

n∑
i=1

ln Xi ∼ Gamma(n, nθ) e quindi la sua media è E(Z) = 1
θ

e la sua

varianza è V ar(Z) = 1
nθ2 e Z = 1

θ̂
è lo stimatore di massima verosimiglianza di

1
θ
. Il limite inferiore di Cramer-Rao per gli stimatori non distorti di 1

θ
è:

V ar(T ) >

(
1
θ2

)2

n
θ2

=
1

nθ2
= V ar(Z)

quindi Z raggiunge il limite inferiore di Cramer-Rao, quindi una funzione del
parametro θ per la quale esiste uno stimatore non distorto che raggiunge il limite
inferiore è 1

θ
.

d) Ovviamente Z = − 1

n

n∑
i=1

ln Xi è l’UMVUE di 1
θ
. Calcoliamo il valore atteso di Θ̂

(sapendo che 1

Θ̂
∼ Gamma(n, nθ)):

E(Θ̂) =

∫ +∞

0

1

x

(nθ)n

Γ(n)
xn−1e−nθx dx = nθ

Γ(n− 1)

Γ(n)
=

n

n− 1
θ

quindi lo stimatore Θ̂∗ = n−1
n

Θ̂ è non distorto ed essendo funzione della statistica
sufficiente e completa S è, per il teorema di Lehman-Scheffè, l’UMVUE di θ.
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