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Esercizio 1 (Esonero 6/4/2006).

1) Per simmetria le marginali sono uguali. Abbiamo:

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x, y)dy =

= 1[0,∞)(x)
[ ∫ +∞

x

e−y(1− e−x) dy +

∫ x

0

e−x(1− e−y) dy
]

=

= 1[0,∞)(x)
[
(1− e−x)e−x + xe−x + e−x(e−x − 1)

]
= xe−x

1[0,∞)(x)

2) Sempre per simmetria

E(X) = E(Y ) =

∫ +∞

0

x2e−x dx = Γ(3) = 2! = 2

3) Ancora per simmetria V ar(X) = V ar(Y ). Abbiamo

E(X2) =

∫ +∞

0

x3e−x dx = Γ(4) = 3! = 6

e dunque V ar(X) = 6− 22 = 2.

4) Per calcolare ρXY calcoliamo prima E(XY ).

E(XY ) =

∫ +∞

0

∫ y

0

xye−y(1− e−x) dxdy +

∫ +∞

0

∫ x

0

xye−x(1− e−y) dydx

e dalla simmetria segue che

E(XY ) = 2

∫ +∞

0

ye−y
[ ∫ y

0

x(1− e−x) dx
]
dy =

=

∫ +∞

0

y3e−y dy + 2

∫ +∞

0

y2e−2y dy + 2

∫ +∞

0

ye−2y dy − 2

∫ +∞

0

ye−y dy =

= Γ(4) +
1

4
Γ(3) +

1

2
Γ(2)− 2Γ(2) = 5

da cui

ρXY =
E(XY )− E(X)E(Y )

σXσY

=
5− 22

√
2
√

2
=

1

2

1



Esercizio 2 (Esonero 6/4/2006).

1)

mY (t) = E(e2X2t) =

∫ +∞

0

2xe−x2(1−2t) dx =
1

1− 2t

∫ +∞

0

e−udu =

=
1

1− 2t
=

1/2

1/2− t
con 2t < 1

2) Dal punto 2 abbiamo che Y ∼ Gamma
(
1, 1

2

)
cioè una distribuzione esponenziale

di parametro 1
2

o analogamente un χ2
2.

3) Poiché Z ∼ χ2
2 abbiamo che W = Y

Z
= Y/2

Z/2
ha una distribuzione F (2, 2).

Esercizio 3.

1)

E
(
et(X1+X2)

)
= E(etX1)E(etX2) =

(
E(etX1)

)2
= et2µ+ 1

2
t22σ2

che è la funzione generatrice dei momenti di una N(2µ, 2σ2).

E
(
et(X1−X2)

)
= E(etX1)E(e−tX2) = etµ+ 1

2
t2σ2

e−tµ+ 1
2
t2σ2

= e
1
2
t22σ2

che è la funzione generatrice dei momenti di una N(0, 2σ2).

2) Come sopra si trova che E(etX) = etµ+ 1
2
t2 σ2

n che è la funzione generatrice dei
momenti di una N(µ, σ2

n
).

3)

U =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑

i=1

(
Xi − µ

σ

)2

=
n∑

i=1

Z2
i ∼ χ2

n

4) Si ha che W =
Z√
U/n

∼ tn.

Esercizio 4 (Appello 6/7/2006).

1) La distribuzione di U è χ2
n.

2) La distribuzione di X è N
(
0, 1

n

)
.

3) La distribuzione di S2 è Gamma
(

n−1
2

, n−1
2

)
.

4) La distribuzione di U
nS2 è F (n, n− 1).

5) La distribuzione di X1√
U
n

è t(n).

Esercizio 5 (Appello 14/9/2006).
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1) La funzione generatrice dei momenti per una variabile con distribuzione Γ(k, λ)
è

mX(t) =
( λ

λ− t

)k

e quindi in questo caso

mX(t) =
( 1

1− 2t

)k

e quindi

mX(t) = E(e
t
n

∑n
i=1 Xi) =

n∏
i=1

mXi

( t

n

)
=

(
1

1− 2t
n

)kn

cioè la media campionaria ha distribuzione Γ
(
kn, n

2

)
.

2)

X1 ∼ Gamma
(
k,

1

2

)
= χ2

2k

da cui

Z =
U/m

X1/2k
∼ F (m, 2k)

3)

E(Z) =
2k

2k − 2
=

k

k − 1

Esercizio 6 (Appello 11/1/2007).

1)
U ∼ Gamma(n, θ)

(vd. MGB pg. 202)

2)
X ∼ Γ(n, nθ)

(vd. MGB pg. 245)

3) Per θ = 1
2
, poiché Esp

(
1
2

)
= Gamma

(
1, 1

2

)
= χ2

2 allora Xi

Xj
∼ F (2, 2).

Esercizio 7. Calcoliamo i momenti primo e secondo:

E(X) =

∫ +∞

0

x
λr

Γ(r)
xr−1e−λx dx =

λr

Γ(r)

Γ(r + 1)

λr+1
=

r

λ

E(X2) =

∫ +∞

0

x2 λr

Γ(r)
xr−1e−λx dx =

λr

Γ(r)

Γ(r + 2)

λr+2
=

r(r + 1)

λ2

Dobbiamo impostare il seguente sistema:
r

λ
=

1

n

n∑
i=1

Xi

r(r + 1)

λ2
=

1

n

n∑
i=1

X2
1
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La soluzione di questo sistema (ovvero lo stimatore ottenuto tramite il metodo dei

momenti) è: Θ̂ = (r̂, λ̂) =

(
X

2

n−1
n

S2
,

X
n−1

n
S2

)
.

Esercizio 8. Scriviamo la funzione di verosimiglianza:

L(θ) =
n∏

i=1

2xi

θ2
1(0,θ)(xi) =

2n

θ2n

n∏
i=1

xi1(xi,+∞)(θ)1(0,x(n))(x(1)) =

=
2n

θ2n

n∏
i=1

xi 1(x(n),+∞)(θ)1(0,x(n))(x(1))

La funzione di verosimiglianza è una funzione decrescente in θ, quindi assume il mas-
simo all’estremo sinistro dell’intervallo di definizione: Θ̂ = X(n). Per calcolarne media
e varianza abbiamo bisogno della sua distribuzione:

P(X(n) 6 x) =
[
P(X 6 x)

]n

=

[ ∫ x

0

2y

θ2
dy

]n

=
x2n

θ2n

fX(n)
(x) =

2nx2n−1

θ2n
1(0,θ)(x)

Calcoliamo ora valore atteso e varianza:

E(Θ̂) =

∫ θ

0

x
2nx2n−1

θ2n
dx =

2n

2n + 1
θ

E(Θ̂2) =

∫ θ

0

x2 2nx2n−1

θ2n
dx =

n

n + 1
θ2

V ar(Θ̂) =
n

n + 1
θ2 −

( 2n

2n + 1
θ
)2

=
n

(n + 1)(2n + 1)
θ2
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