
1.1 Rispostecommentate

1.1.1 Il quozientèe5, il restoè22,e il significatodell’operazionecompiutaèespressodalla
relazione:237= 43·5+22essendoevidenteche22< 43.

1.1.2 Questoesercizio,pur nella suasemplicit̀a, è istruttivo. Cominciamoconsiderandola
ternadi numeri1, 2, 3; i restidelladivisioneper3 sonorispettivamente1, 2, 0; proseguendo,
troviamoternedi numericongli stessiresti1, 2, 0 chesi ripetonoperiodicamente.Dunque
un solonumeroperogni terna(il terzo!) hacomeresto0, cioè è divisibile per3. Si trovano,
in conclusione,questirisultati:

• Numerodei multipli di 3: 200;

• Numerodei multipli di 4: 150;

• Numerodei multipli di 12: 50.

Peri multipli di 17 si procedein modoanalogo,mapoich́e 600nonè multiplo di 17, si
deve farela divisioneconrestodi 600per17: il quozientèe35 (e il restoè5).

Il numerodegli interi divisibili per3 o per4 è ugualealla sommadel numerodegli interi
divisibili per3 conquelli divisibili per4, diminuitadel numerodi quelli chesonodivisibili
per3 eper4, cioè per12. Nel nostrocasosi hadunque:(200+150)−50= 300.

1.1.3 L’ordinamentorichiestoè, evidentemente,il seguente:−3; −1; 0; 0,003; 0,19; 2/5;
0,91chepuò essereopportunamentevisualizzatomediantela “retta deinumeri”.

1.1.4 Le duefrazioni3/7 e4/5, ridotteallo stessodenominatore,diventanorispettivamente:

15
35

,
28
35

.

È evidentechela primaèminoredelleseconda;̀eanchefaciletrovareunafrazioneinter-
media(adesempio,20/35). Anchela mediaaritmetica,cioè la frazione43/70 è compresa
fra le duefrazioni assegnate.Un’altra ideaper trovareunafrazioneintermediaconsistenel
sommarenumeratoriedenominatori:si verificasubitochela frazione3+4

7+5 = 7
12 è intermedia

fra le duefrazioniassegnate.

1.1.5 Unafrazioneirriducibile a
b si può esprimerecomenumerodecimalefinito (cioè come

frazionechehaperdenominatoreunapotenzadi 10) quandoe soltantoquandoil suodeno-
minatorecontienesolo fattori 2 e 5. In casodiversola “divisionecon la virgola” non può
concludersi.Le successivecifre vengonodeterminate,unavoltaesauritele cifre deldividen-
do,aggiungendola cifra 0 ai resti;mai restidiversi,seil divisoreè b, possonoessereal più
in numerodi b−1 (infatti, il restononpuò essereugualea 0). Dunquevi sar̀a un restoche
si ripete,dopodich́e le cifre si ripeterannoperiodicamente.Il periodoalloranonpuò superare
b−1. È faciletrovareesempiin cui il periodoèb−1. Consideriamo,adesempio,la frazione
3/7; il risultatodel calcolo è 0,42857342873. . . con periodo6. Esempiodi tipo opposto:
5/6 = 0,8333..., conperiodo1.
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1.1.6 Il numeroassegnatosi presentagià scompostoin fattori primi. Fraquestifattori non
compareil 17, cheè un numeroprimo. Allora il numeroassegnatonon è divisibile per17.
L’esercizioci ricordachela decomposizionedi un numeroin fattori primi è unica(a meno
dell’ordinedei fattori).

1.1.7 Se x è lo stipendioiniziale di un dipendente,dopo l’abbassamentoquestodiventa
x−x·0,08= x· (1−0,08), dopoil rialzodiventax· (1−0,08) · (1+0,08) = x· (1−0,0064);
pertantolo stipendio,alla fine, rimaneadun livello leggermentepiù bassodi quelloiniziale.

1.1.8 Ognidivisorecomunedeiduenumerideveessereancheundivisoredellaloro differen-
za; nel casospecifico,deve essereun divisoredi 10002−9999= 3; è immediatoverificare
che3 èeffettivamenteundivisorecomunedeiduenumeri;percìo essoè il M.C.D.

Suquestoprincipio è basatol’algoritmo di Euclideperla ricercadelM.C.D.

1.1.9 Si ha n3− n = n(n2− 1) = n(n− 1)(n+ 1); il numeroè dunqueprodottodi 3 interi
consecutivi; essòecertamentedivisibile per2 eper3, dunqueper6.

1.1.10 Si deve averebenpresentecheper duenumeri reali positivi x,y e per un qualsiasi
interopositivo msi ha

xm< ym seesoltantose x< y .

Nel nostrocaso,prendendom= 6, si hachela disuguaglianza51/3 < 31/2 equivalealla
(51/3)6 < (31/2)6, cioè alla 52 < 33; maquestàe vera,essendo25< 27. Dunqueè veroche
il maggioredeiduenumeripropostiè 31/2.

1.1.11 Teniamopresentecheseèb> 1 esex ey sononumerirealipositivi, la disuguaglianza

x≤ y è equivalentealla logbx≤ logby .

Prendiamox = 10m, conm interonaturale,y = 3748279.Allora

m≤ log103748279 seesolose 10m≤ 3748279.

Il maggioreintero m per cui vale quest’ultimadisuguaglianzàe 6. Il ragionamentoche
abbiamofattoha,in realt̀a,portatageneraleedè cosabennota: la parteinteradel logaritmo
decimaledi un interopositivo N è ugualeal numerodellecifre decimalidi N diminuito di 1.
Dunque,la parteinteradi log103748279̀eugualea6.

1.1.12 Ogni divisorecomunedi dueinteri è anchedivisoredella loro differenza;pertanto,
ognidivisorecomunedi n edi n+2 èundivisoredi 2; allora,i casisonodue:n edn+2 sono
entrambipari, cioè entrambidivisibili per2, oppureentrambidispari,e allorasonoprimi fra
loro.

1.1.13 Il ragionamentosvolto nel testoperprovareche
√

2 è irrazionalesi applicaalla lettera
perdimostrareche

√
3 è irrazionale,osservandochese p è un intero naturaletaleche p2 è

divisibile per3, alloraanchep è divisibile per3.
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1.1.14 La relazionelog25 = p/q, con p e q interi naturaliequivalealla 2p/q = 5, cioè alla
2p = 5q, maquestarelazionèeassurdaperl’unicit à delladecomposizionein fattori primi.

* * *

1.2.1 Si ha:1+2+3= 6; 7+8+9 = 24; . . .. In generale,la sommadi tre interi consecutivi,
cioè il numeron+(n+1) +(n+2) = 3n+3 = 3(n+1) è divisibile per3.

La sommadi quattro interi consecutivi si può scrivere: n + (n + 1) + (n + 2) + (n +
3) = 4n + 6 e certamentenon è divisibile per 4. Passiamoa cinque interi consecutivi:
n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+(n+4) = 5n+10= 5(n+2) eotteniamoevidentementeun
numerodivisibile per5. L’enunciatoci stimolaadottenereunarispostagenerale,riguardante
la sommadi k interi consecutivi; si ha:

n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+. . .+(n+k−1) = nk+(1+2+3+. . .+k−1) = nk+
1
2

k(k−1) .

Si vedealloracheperk dispari,essendok−1 pari, l’espressionescrittaèdivisibile perk,
mentreperk pari,essendok−1 dispari,l’espressionèedivisibile per 1

2k, manonperk.

1.2.2 Si ha: n2−4n+ 3 = (n−1) · (n−3); questoprodottoè divisibile per7 (cheè numero
primo)quandoesoloquandounodei fattori lo è. I numericercatisonodunquequelli percui
n−1 = 7 ·k, cioè n = 1+ 7 ·k(k = 0,1,2,3, . . .), oppuren−3 = 7 ·h, cioè n = 3+ 7 ·h(h =
0,1,2, . . .). Notiamochequestidueinsiemidi numerisonodisgiunti.

1.2.3 Si intuiscecheil risultatosar̀a più grandequandonel prodottovengonoaccoppiatiil
maggioreconil maggioree il minoreconil minore.Dimostriamodunqueche

ab+a′b′ > ab′+a′b ;

questarelazioneequivalealleseguenti:

a(b−b′) +a′(b′ −b)> 0 ; a(b−b′)−a′(b−b′)> 0 ; (a−a′)(b−b′)> 0 .

Quest’ultimaè evidentementevera.Peril casogenerale,indichiamola soluzionesoltan-
to in termini intuitivi. Sedueelementidi A, a,a′ con a< a′ vengonomoltiplicati per due
numeridi B, b,b′ tali cheb> b′, possiamoscambiareb conb′ aumentandola sommacom-
plessiva,comeabbiamodimostrato.Cos̀ı, permezzodi successivi scambi,possiamofareim
modochegli elementidi A venganomoltiplicati per quelli di B checorrispondonoad essi
nell’ordinamento,eciò sempreaccrescendoil valoredellasommacomplessiva. Al contrario,
si potr̀a ottenere,consuccessivi scambichefannodiminuire la sommacomplessiva, chegli
elementidi B si seguanoin ordineinversorispettoa quelli di A chesonoconessiassociati
conla moltiplicazione.
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1.2.4 Supponiamo,per assurdo,chela prima delle frazioni sia riducibile; allora c’è un in-
tero k > 1 tale che a = ka′′, b = kb′′; ma allora si ha: a′b− ab′ = k(a′b′′ − a′′b′) 6= ±1.
Analogamentesi procedeperla seconda.

Dimostriamochesea/b e a′/b′ sonofra loro associate,anchea/b e (a+ a′)/(b+ b′) lo
sono;bastafareunpiccolocalcolo:

(a+a′)b−a(b+b′) = a′b−ab′ =±1 .

La teoriadelle frazioni associatèe molto elegante;ad esempio,si può dimostrareche
partendodalleduefrazioni 0/1, 1/1 e applicandopiù volte quellastranaoperazione(cheè
unaingannevoleaddizione) (

a
b
,
a′

b′

)
→ a+a′

b+b′

si può ottenereunaqualsiasifrazioneirriducibile convalorecompresofra 0 ed1.

1.2.5Sappiamochedalle duedisuguaglianze(nello stessosenso!)a≤ b, c≤ d si deduce:
a+c≤ b+d; pertanto,nel nostrocaso,si ha:

2,3+(−1,6)≤ x+y

cioè0,7≤ x+y; procedendoin modoanalogoperl’estremodestro,si ottiene:

0,7≤ x+y≤ 1,1 .

Peraverei limiti di variabilità di x− y, bastatenerepresentechex− y = x+ (−y). Oc-
correallora trovare i limiti di variabilità di −y; poich́e passandoagli oppostii sensidelle
disuguaglianzesi invertono,si ha

(∗) 1,4≤−y≤ 1,6

percìo procedendocomenelprimo casosi ottiene:

3,7≤ x−y≤ 4,1 .

Perle altre duelimitazioni, la via più sbrigativa è quelladi ridursi a disuguaglianzetra
numerinonnegativi; prendiamodunquela secondalimitazionenellaforma(∗). Da questae
dallaprimalimitazionesi ha:

2,3 ·1,4≤ x · (−y)≤ 2,5 ·1,6

cioè:
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2,3 ·1,4≤−xy≤ 2,5 ·1,6

e, infine:

−2,5 ·1,6≤ xy≤−2,3 ·1,4 .

Perottenerela quartalimitazione, ricordiamochesea e b sononumeripositivi, la di-
suguaglianzaa≤ b equivale alla 1

b ≤
1
a. Ritorniamodunqueancoraalla (∗); passandoai

reciprocisi ha: 1
1,6 ≤

1
−y ≤

1
1,4. Facendooraintervenirela limitazioneperla x, si ottiene:

2,3
1,6
≤−x

y
≤ 2,5

1,4

cioè, infine:

−2,5
1,4
≤ x

y
≤−2,3

1,6
.
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