
4.3 Rispostecommentate

4.1.1Perrisponderealla domandapostaoccorrericordarela notapropriet̀a dei triangoli: “in
ogni triangolociascunlato è minoredellasommadegli altri due”. Di conseguenzale misure
assegnateperle lunghezzedei segmentidevonosoddisfarele tredisuguaglianze

a+b> c, b+c> a, c+a> b.

Tali relazionisononotecol nome“disuguaglianzetriangolari”.
Per costruiregraficamenteil triangolo si può procederecomesegue. Fissatouno dei tre
segmentiassegnati, sia per esempioAA′ quello di misuraa, si traccinole circonferenzeB,
C chehannorispettivamenteraggi di misurab e c e i cui centri sonorispettivamentesugli
estremiA eA′ del segmento.
SeB eC si incontranoin duepuntidistinti P eQ, i triangoliAA′P oppureAA′Q sonole figure
cercate.SeP = Q (e quindi P è sullarettaAA′) oppureB e C nonhannopunti in comune,il
triangolocercatononesiste.
Gli ultimi duecasisi verificanorispettivamentenelleseguentieventualit̀a. Si haP = Q seal
postodi unadelledisuguaglianzesi haunaidentit̀a e quindi unodei segmentiè ugualealla
sommadegli altri due. Le circonferenzeB e C sonoprive di punti in comuneseunadelle
tre disuguaglianzenon è verificata,senzachevalga al suopostounaidentit̀a. Si osserviin
propositoche,essendoa,b,c maggioridi zero,al piú unadelletredisuguaglianzepuò essere
violata.
Lo studentèe invitato a realizzareeffettivamentela costruzioneindicata,assumendo:a = 2,
b = 3, c = 4 (misureespresserispettoadunaunità di misuraprefissata).

4.1.2Si trattadi unclassicoeserciziola cui soluzionesi trovasuogni libro di testo.Ricordia-
mo cheil centrodellacirconferenzainscritta(incentro)è il puntodi incontrodellebisettrici
degli angolidel triangolo;il centrodellacirconferenzacircoscritta(circocentro)̀e il puntodi
incontrodegli assidei lati del triangolo.Lo studentèe fortementeinvitato a realizzareeffet-
tivamentela costruzionerichiestae adaccompagnarlaconunabreve giustificazionescritta,
senzafarericorsoin unprimomomentoadalcunlibro. Terminatol’eserciziosar̀aopportuno
controllaresul libro di testola correttezzae la adeguatezzadelprocedimentoseguito.

4.1.3a) SiaABCD il quadrilateroinscritto in unacirconferenzadi centroO (Figura6). Ri-
cordiamoorail nototeorema“ogni angoloalla circonferenzàe la met̀a dell’angoloal centro
cheinsistesullostessoarco”.

Consideriamoquindi gli angoli
∧

BAD e
∧

BCD del quadrilatero:ciascunodi essiè la met̀a
di unodei dueangolial centroindividuati dallesemiretteOB e OD (l’uno convessoe l’altro
concavo o, eventualmente,entrambipiatti).

Poich́e la sommadi questidueangolial centroè in ogni casoun angologiro, la somma
∧

BAD+
∧

BCD risultaugualeadunangolopiatto.
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b) SiaABCD il quadrilaterocircoscrittoadunacirconferenzadi centroOesianoH,K,L,M
rispettivamentei punti di contattodei lati AB, BC, CD, DA (Figura7).

Ricordandole propriet̀a delle tangentiad una circonferenzacondotteda un suo punto
esterno,si hannole seguentirelazionitra le lunghezzedei segmenti:

AH = AM, BH = BK, CL = CK, DL = DM.

Daquesteuguaglianzesommandomembroamembrosi ottiene:

AH +BH +CL +DL = AM+BK+CK +DM,

cioè
AB+CD = BC+AD.

OsservazioneLe proposizioni(a), (b) sonocondizioninecessarieaffinché un quadrilatero
sia,rispettivamenteinscrittooppurecircoscrittoadunacirconferenza.Questeduecondizioni
sonoper̀o anchesufficienti. Si invita il lettoreinteressatoadarneunadimostrazione.

4.1.4a) SiaABCDEF.... un poligonoconvessodi n lati (e quindi n vertici) e P un suopunto
interno(Figura8). CongiungendoP successivamenteconi vertici del poligonosi ottengono
tanti triangoli quantisonoi lati delpoligonostesso,cioèn.

La sommadegli angoliinternidi tutti questitriangoli è dunquen angolipiatti; sottraendo
daquestasommadueangolipiatti (cioè l’angologiro costituitodallasommadi tutti gli angoli
di tali triangoli aventi verticeP) si ottienela sommadegli angoli interni del poligonoche
risultaquindiugualea (n−2) angolipiatti.

b) Comeè notoin un poligonoconvessosi chiamaangoloesternoin un genericovertice
H l’angolo formatodallasemirettadi origineH, checontieneunodei duelati del poligono
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uscentida H, e la semirettaoppostaa quella che contienel’altro lato per H. Dunquein
ogni verticedelpoligonola sommadell’angolointernoedi unangoloesternorelativo aquel
verticeèugualeadunangolopiatto.Seil poligonohan vertici, la sommadi tutti i suoiangoli
interni e dei relativi angoliesterniè dunquen angolipiatti. Poich́e è noto(proposizione(a))
chela sommadegli n angoliinterni èugualea(n−2) angolipiatti, senededucechela somma
degli n angoliesterniè ugualeadueangolipiatti.

4.1.5

a) 3x+4y−2 = 0;

b) la distanzàe 6
5;

c) La rettatangentèe unicapoich́e il puntoassegnatoappartienealla circonferenza;la sua
equazionèe2x−y = 0.

4.1.6 Osserviamoche l’area S e il volumeV di una sferadi raggio r sonoproporzionali

rispettivamentea r2 e r3. Neconsegueh =
S1

S2
=

r2
1

r2
2

equindi
V1

V2
=

r3
1

r3
2

=
√

h3.

4.1.7Indichiamocon I l’intersezionedi K conπ. Seil pianoπ è paralleloal pianoγ, l’in-
tersezioneI è unacirconferenza;sei piani π e γ si incontranosenzaessereperpendicolari
l’intersezioneI èunaellisse;seπ èperpendicolareaγ l’intersezioneI potr̀aesserecostituita
daduerette,unarettaoppuresar̀aprivadi punti,secondochela rettar, intersezionedi πcon
γ, è secante,tangenteoppureesternaallacirconferenzaC .
In conclusione,i casichesi possonopresentaresono:(a), (e), (f), (g), (l).

4.1.8Le possibili intersezionidi trepiani distinti dellospaziosono:

a) unarettar comuneai tre piani;

b) un solopuntoP, quandoi piani si incontranoa duea duesecondotre rettedistintea,b,c
chepassanoperP;

c) l’insiemevuoto,quandoi tre piani assumonounadelleseguentiposizionireciproche:

i) sonoparalleli tra loro;

ii) si incontranoa due a due secondotre rette distinte e parallelea,b,c (i tre piani
formanocioè in questocasoun prismaillimitato di sezionetriangolaree spigoli
a,b,c);

iii) due dei tre piani sonoparalleli e questi,a loro volta, incontranoil terzo piano
secondoduerettea,b puredistinteeparallele.
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4.1.9a) Vi è esattamenteun pianochecontiener ed è paralleloa s (cioè non ha punti in
comunecons). Essoè il pianodeterminatodar e daunaqualunquerettas′ cheè parallelaa
s echepassaperunpuntodi r.

b) Sele rettesghember essonoortogonaliesisteesattamenteunpianochecontiener ed
è perpendicolarea s. Essoè il pianodeterminatodalla rettar e dalla rettat perpendicolare
comunea r es. Ser es, sghembe,nonsonotra loro ortogonaliil pianorichiestononesiste.

* * *

4.2.1Risoluzionesintetica.
Seil puntoP è centrodi C , i punti dellacirconferenzahannotutti la stessadistanzadaP. Sia
dunqueP diversodal centroC di C . I punti cercatisonoi punti M,N intersezionedi C con
la rettaPC. Perdimostrarloconsideriamoadesempioil più vicino a P dei duepunti M,N:
siaessoM. Il cerchioM , di centroP e passanteperM, è tangentea C in M, essendola retta
passanteperM eperpendicolareaPC tangentecomuneaC eM . DunqueC eM nonhanno
punti in comuneoltrea M, e quindi M è tutto esternoo tutto internoa C , secondochelo è il
puntoP. Allora la distanzadaP di un qualsiasipuntoX di C , è maggioreo ugualea quella
di M daP. Ragionamentoanalogoperil puntoN.
Risoluzioneanalitica.
Perprocederealla risoluzioneanaliticaè necessarioin primo luogo scegliere in modoop-
portunoil sistemadi riferimento. Tale sceltava fattain mododa poteresprimerei dati del
problemanellaformacherendai calcoliela letturadeirisultatipiù semplicechesiapossibile,
avendoper̀o curadi nonlederela generalit̀adelleipotesi.

Supponiamoora cheil puntoP sia diversodal centroC della circonferenza.Possiamo
fissarenel pianoun sistemadi riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico)aventel’o-
rigine degli assinel centroC e l’assedelle ascissecoincidentecon la rettaCP orientatoin
modocheP abbiaascissapositiva. Assumiamola lunghezzadel raggiodi C comeunità di
misura.In tal casola circonferenzaC avràequazionex2 +y2 = 1 e il puntoP avràcoordinate
(t,0), con t > 0. SeX = (a,b) è un genericopuntodi C , la distanzad tra P edX sar̀a data
dad2 = (a− t)2 + b2. Ricordandochea2 + b2 = 1 si had2 = t2−2at + 1 e quindi, set 6= 0,
d è minima o massimaal variaredi a secondocheè minimo o massimoil valore (−2at).
Poich́e il campodi variabilità di a è−1≤ a≤ 1, il minimo valoredi d si avrà per a = 1,
il massimopera = −1. Il puntodi C più vicino e quellopiù lontanodaP sarannodunque,
rispettivamente,(1,0) e (−1,0). Si confermain questomodolo stessorisultatogià trovato
pervia sintetica.
SeP coincideconC, tutti i punti dellacirconferenzahannola stessadistanzadaP.

4.2.2 La proposizioneè falsaperch́e esistealmenoun contro-esempio;infatti in un trian-
golo rettangoloisoscelela bisettricedell’angolo retto è perpendicolareall’ipotenusa. La
proposizionèe inveceveraseesoloseunodei catetihalunghezzadoppiadell’altro.
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4.2.3Entrambeleproposizionipossonoessereassuntecomedefinizionedi assedi unsegmen-
to e quindi l’altra proposizionepuò costituirel’enunciatodi un teorema.La sceltadipende
essenzialmentedallenozionichei diversilibri di testovoglionoconsiderarenoteedaglistru-
mentiteorici chesonoadisposizionepersvolgerela dimostrazione.
Ad esempio,senellosvolgimentodellateoriavieneintrodottapreliminarmentela nozionedi
riflessione(simmetria)rispettoadunaretta(edè quindi notal’esistenzae unicità della retta
passanteperunpuntoeperpendicolareadunarettadata)la più naturaledefinizionedi assedi
un segmentoè formulatadall’enunciato(a). In questocasola proposizione(b) esprimeuna
importantepropriet̀adelleriflessioni.Occorreaquestofinedistingueredueeventualit̀a. Sela
riflessionèestatadefinitacomeunaparticolareisometria,allorala validitàdellaproposizione
(b) è immediata.Seinvecela riflessioneè statasemplicementedefinitacomeunaparticolare
biiezione,allora la proposizione(b) va dimostratanel contestopiù ampioin cui si dimostra
chele riflessionisonoisometrie.
Al contrario,senel libro di testoè stataintrodottapreliminarmentela nozionedi distanza
tra duepunti del piano(oppure,il cheè lo stesso,la nozionedi congruenzatra segmentidel
piano)è naturaleallora assumerecomedefinizionedi assedi un segmentol’enunciato(b).
Occorrepoi introdurrela definizionedi puntomediodi unsegmento,di retteperpendicolarie
il teoremadi esistenzaeunicità dellaretta,passanteperunpuntoassegnatoeperpendicolare
adunarettadata.Conquestistrumenti,e sullabasedei criteri di congruenzadei triangoli, è
possibiledimostrarecheil luogodefinitoin (b) èunarettaechetalerettapossiedele propriet̀a
enunciatein (a).

4.2.4(Risoluzioneanalitica).Si assumanole dueretteperpendicolaricomeassidi unsistema
di riferimentocartesiano(ortogonalemonometrico).Il luogo cercatoè costituitodai punti
P = (x,y) le cui coordinatesoddisfanola disequazione|x|+ |y| ≤ 1.
Tale luogo consistenei punti interni e nel contornodel quadratodi vertici (0,1), (1,0),
(0,−1), (−1,0).

4.2.5Un puntoP del pianoè puntointernoal triangolosesi trova, rispettoa ciascunaretta
checontieneun lato,nello stessosemipianochecontieneil verticerestante.Perriconoscere
questofatto bastascrivere l’equazionedi ognunodei lati, poniamoax+ by+ c = 0, e poi
controllarese,sostituendoal postodellecoordinatecorrentile coordinatedel puntoP e, ri-
spettivamente,del terzovertice,il primo membrodella equazione(ax+ by+ c) assume,in
entrambii casi,lo stessosegno.Il puntoP sar̀a invecesulbordodel triangolosecoincidecon
unodei vertici oppurerisulta interno,conriferimentoa duedelle tre rettechecontengonoi
lati, edappartieneinvecealla terzaretta.
Nel casoparticolarepropostole equazionidei lati del triangolosono:rettaAB4x−5y+11=
0, rettaAC 4x+ 4y−16= 0, rettaBC 8x−y−41= 0. Indicati orai primi membridi queste
equazionirispettivamenteconle espressioni

c(x,y) = 4x−5y+11, b(x,y) = 4x+4y−16, a(x,y) = 8x−y−41,
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si ottiene:
c(C) = c(5,−1) = 20+5+11> 0, c(P) = c(3,3) = 12−15+11> 0,
b(B) = b(6,7) = 24+28−16> 0, b(P) = b(3,3) = 12+12−16> 0,
a(A) = a(1,3) = 8−3−41< 0, a(P) = a(3,3) = 24−3−41< 0.
Il puntoP = (3,3) risultaquindi internoal triangoloABC.

4.2.6 La proposizione“la curva γ (oppureil “luogo geometricoγ”) è rappresentatadalla
equazionef (x,y) = 0” significa che γ è l’insieme di tutti e soli i punti le cui coordinate
soddisfanol’equazionef (x,y) = 0. In questosensopuò ancheaccaderecheγ noncontenga
punti,oppurechesiacompostadaunsolopunto.
Nella famiglia F si trova unaretta(pera = 0) e un punto(il punto(0,0) pera = −1). Per
ogni altro valoredi a i luoghi geometriciappartenentialla famigliaF sonole circonferenze
di equazione

x2 +y2 +(1+
1
a

)x+(1+
1
a

)y = 0.

Al variaredi a (a 6= 0, a 6= −1) essehannocentronel punto(−a+1
2a ,−

a+1
2a ) e raggiodi lun-

ghezzar =
∣∣√2

2
a+1

a

∣∣. Il luogo dei centri di F è dunquecontenutonella rettadi equazione
y = x. Da tale rettava esclusoil punto(−1

2,−
1
2) chenon è centrodi alcunacirconferenza

della famigliaF (conabusodi linguaggiosi potrebbeanchedire chela circonferenzadi F
aventecentronelpunto(−1

2,−
1
2) corrispondeal valore“infinito” delparametroa).

Perogni valorerealepositivo r, le circonferenzedi F chehannoraggiodi lunghezzar, sono

dunquequelledi centro(r
√

2
2 , r

√
2

2 ) e (−r
√

2
2 ,−r

√
2

2 ). Perogni valoredi r 6=
√

2
2 si trovano

quindi in F duecirconferenzedistinte;perr =
√

2
2 si hainvecel’unica circonferenzadi centro

(1
2,

1
2).

4.2.7Peril significatodellaespressione“equazionedi un luogodi punti” si vedaquantogià
dettonellarispostaal Quesito4.2.6.
Le equazioniproposterappresentano,rispettivamente,i seguentiluoghi:

a) unacirconferenza(centro(0,0), raggio1);

b) un punto((0,0));

c) nessunpunto;

d) unaretta(x+y = 0);

e) unpunto((0,0));

f) duerette(y = x, y =−x);

g) unpunto((−1,−1));
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h) duepunti ((1,0), (−1,0)).

4.2.8

a) falsa;vedi (4.2.7,b);

b) falsa;vedi (4.2.7,d);

c) falsa;x2 +2y2 = 1 nonèunacirconferenza;

d) falsa;vedi (4.2.7,c),oppure(4.2.7,g).

Dunquenessunadelleproposizionipropostèevera.
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