Consideriamo un random-walk sul reticolo Z”, v > 2, su cui si muove una
particella la cui posizione al tempo T' e individuata dalla variabile casuale X .
Nel suo moto la particella interagisce con il mezzo aleatorio in evoluzione che
rappresentiamo mediante variabili casuali & (x) indipendenti e identicamente
distribuite, sia nello spazio che nel tempo, a valori in uno spazio degli stati
di cardinalita finita S su cui e definita una misura di probabilita .

L’evoluzione spazio-temporale del mezzo sara rappresentata dall’ insieme

delle configurazioni:
€:={&): (t,x) ze€Z’ teZ} e ¥
queste configurazioni definiscono l'insieme:
Q:={¢ e ¥
sul quale fissiamo la misura di probabilita Il definita come misura prodotto

a partire da 7.

L’interazione tra particella e mezzo ¢ espressa dalla relazione :

PXi=y|Xi=x,&=n)= P(y—x) + ec(y — x,n(x))

dove P, e la probabilita di transire di un random walk libero, € € un parametro
che quantifica 'interazione tra particella e mezzo, ¢(x, s) ¢ una funzione di

due variabili che esprime 'influenza del mezzo sul moto della particella.

Affinché questa probabilita sia ben definita poniamo :

0 < Py(u) +ec(u,s) <1 VseS VYuelZ
Zc(u,s):() Vs €S (1)
uezZy



Supponiamo che Py(u) e ¢(u,s) abbiano un range limitato e c(u, s) abbia

media nulla rispetto a g :

Py(u) = c(u,s) =0 VseS se |ul>D
Zc(u, s)mo(s) =0 VuelZ
s€S

dove D > 1 ¢ una costante e |u] := ., |u]

Consideriamo la trasformata di Fourier di Py:

Po(A) =) Po(uw)e'™ A= (Ay,..., A) €T
ueZY

dove T” ¢ il toro v — dimensionale.

Supponiamo che abbia le seguenti proprieta :

|Py(\)] < 1 VA #0

v

- v 1
logPy(\) = zz b\, — 3 Z CijANiAj + - con ¢;; >0se A #0
k=1

ij=1

(3)
(4)

Sotto queste condizioni vale il Teorema del Limite Centrale (T.L.C.) per il

random walk libero Py che formuliamo nel modo seguente ( vedi ref. bibl.

4] ):

consideriamo lo spazio Cff, , k = 1,2,..., delle funzioni di classe C* su R”

limitate assieme alle loro derivate; su questo spazio fissiamo la norma:

| £k = Q%IDJ@N

la| < k

dove o = (vq, ... , ) € un multiindice a valori interi , D, =
v
0 > 0, fa] = Y0, a.

glel
= —r—o
Oz t..xy”



Consideriamo la misura ,ugpo ) su R definita dal funzionale lineare sullo spazio

delle funzioni continue e limitate Cp,, (R”):

(0) . T z—=0bT
Hp (f)—Z%Z:VPo (2)f( JT

uPy(u) = (by,...,b,) e Pt =PBy*...x Py.

t—volte

)

dove b= >

ueL?

. 0 . .
Per T' — oo la misura M(T) converge debolmente alla misura gaussiana p con

densita :

g(u) = e

dove A(u) = 37

ijo1 Giguity , u € R” . C = det{a} con a = {a;;} inversa

della matrice di covarianza {c; ;}.

Assumendo, senza perdita di generalita, che il random walk parta dall’ ori-
gine dimostreremo un Teorema del Limite Centrale in dimensione v > 2
valido nell” ipotesi che il termine stocastico, legato alla aleatorieta del mez-

zo, sia sufficientemente piccolo :

Teorema. Per ogniv > 2, se € e sufficientemente piccolo, esiste un insieme
Q' - Q tale che HO(Q/) = 1 e per ogni & € Q' la misura ;ﬁT converge

debolmente per T' — oo alla misura gaussiana .

Per dimostrare questo risultato proveremo la convergenza I1y—q.o0., per ogni
f € Cp,,, della misura condizionata al mezzo ugg) alla misura discreta relativa
al random walk libero /Jé? ) la quale per le condizioni [3] e [4] converge alla
misura gaussiana fi:

utilizzando le disuguaglianze della Appendice A dimostreremo la convergenza

di ug) a ,u(TO ) in L*(II) sfruttando i seguenti risultati:

() (PXr=z|Xo=0,"))n, =Fp (z)



() PXr=u|Xo=0,8)="F(x)+

E S My 1Yl &w)ET ey —u) (5)

t=0 yez” uezr
dove
Miye = Y M)
B : ty =1
Tp =y
n—1
Mp(€) := PP (o) [T W is — 0,60, (@)
i=1
h*(u, ) := (c(-, s) * P¥)(u) con h'(u, s) := c(u, s)
con B = {(t1,21),...,(tn,zs)}, n > 1, sottotraiettoria di cardinalita n,

tempo finale ¢t; = t,,, posizione finale z; = x,, e "serie libere” definite come
li = [tiati—i—l — 1)
Applicando infine la disuguaglianza di Chebishev ed il lemma di Borel-

Cantelli, passeremo dalla stima in L?"(IIj) alla convergenza IIy-q.o.

Al crescere della dimensione v del reticolo su cui si muove la particella,
studieremo poi il contributo dei resti di ordine O(%) e O(%) che compaiono
nel Teorema del Limite Centrale, ottenendo delle correzioni aleatorie finite,

dipendenti dal mezzo &, valide per funzioni f sufficientemente regolari:

Teorema. Per ogni v > 3 e ogni fissato n > 1, se ¢ e sufficientemente

piccolo, allora il funzionale:

Or(f | €) = VT[u5(f) — u(f)]

converge in L**(Ily), per ogni f € C?, ., a un funzionale limite ®(f | £).

Sen(g —1)>1 la convergenza diventa I1y — g.o.



Teorema. Per ogni v > 5 e ogni fissato n > 1, se ¢ & sufficientemente

piccolo, allora il funzionale:

1
——d
VT

a un funzionale limite W(f | £).

Ur(f | €) = T(us(f) — u(f) (f 19)]

converge in L**(Ily), per ogni f € C}

lim>

Sen(3 —2)>1 la convergenza diventa Iy — g.o.

Per calcolare il contributo di questi funzionali procediamo riscrivendo ugﬁ)

secondo il risultato [5] in modo da eliminare la dipendenza dal random walk
libero (il quale converge alla gaussiana pu); successivamente sviluppiamo f
nella variabile “T’Tb in modo che i denominatori dei vari ordini dello sviluppo
compensino le potenze di T che compaiono nel funzionale.

Il passo successivo e studiare il contributo dato dai vari ordini dello sviluppo:
operando opportunamente ci riconduciamo a funzionali dipendenti dalla misu-
ra discreta M(TO ) che sostituiamo poi con la misura continua u applicando la

proposizione:

Proposizione. Sia f € CF  allora:
0 =Y [ et o 14y Low| a + 2
= > u)e 2 — U x
T (2m)% Jgo —~ T3 ! T5 +1

dove ]pgﬂ)(f)\ < c(k) || fllx con c(k) costante che dipende da k, e @Q); sono
polinomi ( di Hermite ) di grado 3j .

Applicando infine le disuguaglianze dell” Appendice A dimostreremo il con-
tributo finito di questi funzionali in L?"(II) e successivamente, come nel
Teorema del Limite Centrale, applicando la disuguaglianza di Chebishev ed
il lemma di Borel-Cantelli, passiamo dalla stima in L?"(IIj) alla convergenza

Ho—q.O.



Per v > 3 proveremo anche che la differenza tra la media condizionata di
Xr, per una fissata configurazione & del mezzo, e la media b1 del random
walk libero dopo un tempo T, converge Ily-q.0., per T" — o0, ad un fun-

zionale vettore £(§):

Teorema. Per ogni v > 3 e ogni fissato n > 1, esiste un numero positivo

Enw tale che per e < ey, il funzionale:

ET(&) =E(Xr|Xo=0,6) —bT

converge in L*"(Ily) a un funzionale vettore E(&) ={& :i=1,...,v).

Sen(y —1) > 1 allora, per e < ey, la convergenza diventa Ily — q.o.

Per v > 5 proveremo invece che la differenza tra la covarianza condizionata
al mezzo, per una fissata configurazione &, e la covarianza del random walk

libero al tempo T', converge Ily-q.0., per T — oo, ad un funzionale matrice

C(¢) :

Teorema. Per ogni v > 5 e ogni fissato n > 1, esiste un numero positivo

/
n,v

€., tale che per e <¢, , i funzionali:

CL(&) = E((X7 — E(X7]€)i(Xr — B(Xr|€);1 X0 = 0,8) — ¢ T

coni,j=1,...,v

convergono in L*"(Ily) a dei funzionali limite {C;;(§)}.

Sen(y —2) > 1 allora, per e <e¢,, ,, la convergenza diventa Ily — q.o.

n,w’

Per dimostrare entrambi questi risultati si procede applicando la formula [5]
riscrivendo i funzionali in modo da poter applicare i risultati della Appen-
dice A; mediante quest’ ultimi mostreremo la convergenza del funzionale al
tempo T al funzionale limite in L?"(Iy) e successivamente, applicando la di-
suguaglianza di Chebishev e il lemma di Borel-Cantelli, passeremo da questo

alla convergenza [Iy-q.o.



I risultati fin qui presentati sono tratti principalmente dall” articolo [1] della
nostra bibliografia; nella parte centrale di questa tesi approfondiremo tali
risultati completando lo studio delle correzioni al Teorema del Limite Cen-
trale determinando una originale formula ricorsiva che esprime le correzioni
in dimensione arbitraria. Il risultato principale che dimostreremo puo essere

enunciato nel modo seguente:

per ogni m € N, definiamo:

oM (f &) = VTP (f) — u(f)]

3P (f 1 €)= T (f) — ulf) - %@”(f 6]

(m) e Y A I St
O (f 16 =T72[ur (f) — n(f) \/TCD (f18—-.. TmTflé (f 1€)]

dove

OE (f ] €)= limr_oo D (f | &) 1<k <m.

allora:

Teorema. Perogniv > 2m+1 e ogni fissaton > 1, se e e sufficientemente

piccolo, il funzionale :

(m) e @)y b I Sy
Q7 (f16) =Tz [up (f) — p(f) \/TCD (f18—-.. TmT_l@ (f1€)]

converge in L*"(Ily), per ogni f € CiM, a un funzionale limite ®™(f | €).

lim

Sen(¥ —m) > 1 la convergenza diventa Ily-g.o.

Per dimostrare questo risultato procediamo induttivamente su m seguendo
la stessa linea delle correzioni precedenti; nel provare la convergenza daremo
anche una espressione esplicita, in funzione di m, della correzione aleatoria

OV(f | €). Per la genericita della (2m + 1)-esima dimensione divideremo



la dimostrazione in passi piu semplici facendo uso dei seguenti risultati che

studiano i vari tipi di funzionali che compaiono nel calcolo della correzione:

posto
! ey (t+ 1)7(%\/;—1)% se vy € NT
EV (=D Mty D elw, &) (u—b)i, ... (=0,
yeLY N<y/d
To—1
o) _ 5(0)t
521,... 1k (f) - Z 811,... ik (f)
t=0
t=0
~x (LEk,y,
AR E) =3 Mty [ €)Y el &) (w—b)iy . (u—b)s, -
yeLY N<y/d
k .
> I
L) i) =1
T an R
2(y1+-AvE) =Y
To—1
LT L ~ (Lk,y,t)
t=0
(L,k,y) X ~ (LEy,t)
t=0

W€ =D Mty €)Y e, &)+ 1)7(w—b)i, ... (u—D);



Lemma 1. Per ogni v > 3 e ogni fissato n > 1, se € & sufficientemente
piccolo, il funzionale :

FED(f 1) =k— Z tyle) 33 elu &) (u—b),

=0 yezv i1yeee i =1 UEZY
z—=b(T—-t—-1)
T—-t—-1

=) Y RTT R

1Y/ 4

)

con [ almeno CF,(R¥), k > 1, converge in L*"(Iy) al funzionale limite:

v

1
FUD(f 1) = n( Do &0 o )4

U1y, =1

Sen(5 —1) > 1 la convergenza diventa Ily-q.o.

Lemma 2. Per ogni v > 2m + 1 e ogni fissato n > 1, se € e sufficiente-

mente piccolo, il funzionale :

(k) AGENT
21 ZH_k(f ’f Z fl1 A4k 21 7fl+k)

1184 =1

con 1< <m-1, 1<k<m-1I, k<~v<m-I, fecntt

lim

converge in L*"(I1y) al funzionale limite:

(I+k) lk:,'y)
Zl Zl+k(f ‘5 Z fn, Utk 11 Zl+k)

Uy st p =1

Sen(y —v—1) > 1 la convergenza diventa Ily-q.o.



Lemma 3. Per ogni v > 2m + 1 e ogni fissato n > 1, se € e sufficiente-
mente piccolo, il funzionale :

Myr(f1€) = T3 Y }j (ty 16 S 3 e(u&ly)(u—1b),
e

t=0 i1.. Zl+k (N<Y/4
4 I+k Z—b(T—t—l) (Z
(u=b)y, Y RIT ) R —) > H )
1Y/ (Zz+1) (ZH-k) Jj=1
1 'Yk
2(y1+-.. +wc)
conl <1 < m—1, 1 <k < m+1-1, v > m—I+1, f EC{Z”HZLLI

converge a zero in L*™(I1p).

Sen(y —m+1—1) > 1 la convergenza diventa Ily — q.o.

Lemma 4. Per ogni v > 2m + 1 e ogni fissato n > 1, se € e sufficiente-
mente piccolo, i funzionali :

To—1 m—Il—r v
1 T o r 0)t
Myp(f1€) =)~ +1°uldPQr Y &Y 1)
t=0 i1...4=1
con 1 <1 <m-1, 0<r<m-—1, a>[m*TH], fecrtt
T()fl Tm*lg’Y*T v
2 - r k) R (L,
MEUF18) =Y o+ 1)u(dDQ, Y fE AL
t=0 i1 =1
con 1 <l <m-—1, 0<r<m-1, 1 <k <m-—1I
m—1l—~y—r m
k<y<m—l o> , fecun

convergono a zero in L*"(Iy).

Sen(y —m+1+r—1)>1 la convergenza diventa Il — q.o.

10



Lemma 5. Per ogni v > 2m + 1 e ogni fissato n > 1, se € e sufficiente-

mente piccolo, il funzionale :

TO 1 v
Ep(f1Q =T 3 % Mtyle) Y > elu&ly)u—0b) ..
t=0 yez¥ i1, iy =1 uEZY
i +2z-0(T—-1) n 2—bT—1t—-1)
(u —b); PTtlz|:'(l)ly 0
( >l2§, 0 ( ) le...zl( \/T ) le zl( T—t—l )
fecit1<i<m-—1
puo essere riscritto come
m—l m—Il m—Il—k Tp— 1 Tmfl*'v
(1.2) 2 (1+k) R kD)
Ry UK)JFZZZ ZH % Z fl Ak 11 Z’ly+k)
k=1 ’y:k r=0 t=0 i1.. Zl+k 1

dove Qp =1 e Rg'Q)(f | €) converge a zero in L*"(I1y).

Sen(y —m+1—1) > 1 la convergenza diventa Ily — q.o.

Lemma 6. Per ogni v > 2m + 1 e ogni fissato n > 1, se € e sufficiente-

mente piccolo, il funzionale :

mlTol
Fi(F1€) === 30 > Mty |€) > Y b))y,
t=0 yeZ¥ i1,...,5p=1 u€Z?

l
(= b)lllu”g(“))t l(fi(1.)..il)

puo essere riscritto come

m—1 v

T or
l' ILL( Z 621 ’Llf’bl Zl)+

i1..4=1

mfl

Sl o Ot 40 (1)
Z l—ﬁ Z Eiifiv.a) + By (f1€)

t=0 i1...07=1

dove
Qo =1
EVL(F1E =3 Mtyl&) Y clu &y)(w—"bi ... (u—b)

yETY uEZY

Rgrl'l)(f | €) & un funzionale che converge a zero in L**(Ily). Sen > 1 la

convergenza diventa 1ly-q.o.

11



Proposizione. Per ogniv > 2m + 1 e ogni fissato n > 1, se € e sufficien-

temente piccolo, il funzionale:

0 I ()
ﬁ¢ (f1&—... —a ® (f 18]

2

SN =TF P () —ud(f)—

converge in L*"(Ily), per ogni f € CM', al funzionale limite

m o 1 0) T
(S €)=Y Qs S e )+
r=1

i1...0p=1
m—1 1 m—r 1 m—r v
(r+k) (rk,'y)
Z F E IU“(Qm*T*"/ Z fll Apik 21 ..ir+k) +
r=1 k=1 y=k 1.ty =1
m—3 1 m—r m r P (m=r=
T + (p)
F X(# € N ) (dm r— pQP Z wzl 22,« le zr)
r=1 p=1 11...0r=1
m—4 1 m—r—1 1 m—r—1m—r—k—1 00
= s +
a2 T Z Z FeNT) Y (t+ 1)
r=1 k=1 =k t=0
v
(r+k) (Tkm
( m—r— ’Y PQP Z le Apdk 11 Zr+k)

110 =1

dove Qg = 1.

Sen(5 —m) > 1 la convergenza diventa Ily-g.o.

12




Nella Appendice A (vedi ref. bibl. [1]) studiamo delle stime in LP(Il,) di
funzionali, dipendenti dal mezzo &, del tipo:

)= T Mty | € Gty | &)

dove G(t,y | s) e tale che: (G(t,y| ) )mo =0
IG(t,y | s)| < costg(t) |y — bt|"

conr € ZT e g(t) funzione strettamente positiva.

Il risultato principale contenuto in questa sezione e dato dalla proposizione:

Proposizione. Per ogni n > 1 e ogni v > 2, se € € sufficientemente

piccolo, vale la sequente stima :

: IS L ol
<M”,. H0<Z Z C(nl,...,nk)Hzgij
ny...ng > 1 ]:1 t]':T (t] + 1>m]

max; n; > 1
k —
Xj=1mj =2n

dove m; = max{1l, n; — 1}.

Studiamo in particolare il caso in cui g(t) =" con p =0,1,2,...:

2n—1

M2n , — Fn,:
Z zn; C(nl JI_IUJX_: t2 i 1 P,

maxJ n; > 1
Zj=1 nj =2n

13



Posto x := p + 5 distinguiamo i seguenti casi :

(1) se x =0 allora :

Ity < c(n)(log 7)1 sev=2
Foo = S(ﬁ—’y) sev >3

(2) SeX>O’<X_g)209V23allora;
o < cost(n, v,p, r)(T)X—2+bn

(3) sex>0,(x—g)<0ey23allora:

Iy < cost(n, I/,p,r)((T/)QX*%H F1)" se 2y — % S 1
' v

Ly < cost(n,v,p,r)(logT )" se 2y — 2 - 1
n,v 1 1%

Iy < cost(n,v,p,r) T 1) se 2y — B < -1

14
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