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Sintesi 1IntroduzioneIl problema di biomatemati
a a�rontato in questa tesi riguarda reazione,di�usione e trasporto del monossido di azoto (NO) nel sangue.Il monossido di azoto è un gas 
he viene rilas
iato direttamente nel sangueda uno monostrato di 
ellule endoteliali, 
he riveste la super�
ie internadei vasi sanguigni e del 
uore. Questa sostanza viene prodotta dalle 
elluleendoteliali per 
omuni
are tra di loro a distanza, an
he se queste 
ellule sonotra loro di tipo diverso: NO agis
e 
ome un messaggero 
ellulare.Lo s
opo di questa Tesi è stato quello di sviluppare dei modelli mate-mati
i, essenzialmente numeri
i, sia in presenza di 
ellule endoteliali in vitro,
he simulando la realtà in vivo, in modo da poter prevedere in ogni istante ein ogni punto i valori della 
on
entrazione di NO nel sangue.L'equazione alle derivate parziali 
he des
rive il problema biologi
o è ditipo paraboli
o e in 
oordinate 
artesiane può essere s
ritta 
ome
∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂x2
+

∂2CNO

∂y2

)
− u(y)

∂CNO

∂x
− kC2

NO +RNO, (∗)mentre in 
oordinate 
ilindri
he diviene
∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂r2
+

1

r

∂CNO

∂r
+

∂2CNO

∂z2

)
− u(r)

∂CNO

∂z
(∗∗)

−kC2
NO +RNO,dove CNO indi
a la 
on
entrazione di monossido di azoto nel sangue, D è il
oe�
iente di di�usione di NO, u(y) [ u(r) in 
oordinate 
ilindri
he℄ indi
a lavelo
ità, 
on pro�lo paraboli
o, del �uido, e −kC2

NO è il termine quadrati
onon lineare 
he 
omporta un parziale assorbimento di NO nel sangue. Ilparametro k > 0 dipende dalla reazione 
himi
a 
he il gas ha 
on il sangue.Sfortunatamente an
ora oggi non si 
onos
ono dei valori pre
isi per k nelmodello biologi
o, ma si può soltanto stimare un intervallo entro il quale hasenso farlo variare (2 ≤ k ≤ 1010).Il dominio in 
ui il problema è stato studiato è stato inizialmente in unasola dimensione, individuata dall'asse x. Su

essivamente il problema è stato



Sintesi 2formulato in un dominio bidimensionale, e in�ne si è passati ad un modellopiù realisti
o, in 
oordinate 
ilindri
he, per simulare la geometria di un vasosanguigno in 
ui s
orre il sangue.In geometria 
artesiana bidimensionale, la regione di studio è stata sud-divisa in due parti: la parte ove 0 < y < h in 
ui s
orre il sangue (vedi �g.
1, dalla tesi di Dottorato di Amir Aiman Fadel, v. [1℄), dove h è la distanzatra la piastra superiore e la super�
ie 
ellulare, e il monostrato di 
ellule en-doteliali immobile, ove −T0 < y < 0 , essendo T0 lo spessore del monostrato
ellulare.

Figura 1: Dominio 
aso 
oordinate 
artesianeLa direzione del �usso è stata identi�
ata 
on l'asse delle x e la direzionetrasversale 
on l'asse delle y. Il monossido di azoto è prodotto all'internodel monostrato 
ellulare e il trasporto di massa è stato modellato medianteequazioni alle derivate parziali di reazione-di�usione-trasporto in 
oordinate
artesiane (v. (∗)). Nella regione di s
orrimento del �uido la velo
ità presen-ta un pro�lo paraboli
o, essendo nulla vi
ino alle pareti e massima a metàaltezza, 
on il valore U0

4
. Nell'intervallo o

upato dal monostrato 
ellulare,la velo
ità del �usso è nulla, ma 
'è un termine aggiuntivo, RNO > 0, 
herappresenta il tasso di produzione del monossido di azoto. Il �uido è stato as-sunto avere la stessa vis
osità dinami
a dell'a
qua mentre la 
on
entrazione



Sintesi 3di ossigeno è stata mantenuta 
ostante in entrambe le regioni. Il dominio in
oordinate 
artesiane può essere rappresentato quindi 
ome in �g. 1.In geometria 
ilindri
a (v. (∗∗)), la direzione del �usso è stata identi�
ata
on quella dell'asse z e quella trasversale 
on quella radiale (�asse r�). Laregione è stata an
ora suddivisa in due parti, ma ora la regione in 
ui s
orreil �uido è delimitata da 0 ≤ r < R− ǫ mentre il monostrato 
ellulare si trovanella regione R − ǫ ≤ r ≤ R, dove R è il raggio del dominio ed ǫ > 0 è lospessore dello strato endoteliale.L'importanza di studiare in dettaglio il 
omportamento della 
on
en-trazione del monossido di azoto nel sangue ha 
onsiderevoli ris
ontri prati
iin varie attività biologi
he. Questo studio ad esempio è importante nell'uti-lizzo dei dializzatori: in un dializzatore è fondamentale 
onos
ere la 
on
en-trazione pre
isa delle tossine residue dopo 
he si è e�ettuato il �ltraggio delsangue. Risulta essere an
he di grande utilità per la ri
er
a biologi
a di base,in quanto permette di 
onos
ere quale 
on
entrazione di monossido di azotoè ne
essaria per provo
are vasodilatazione, qual è la 
on
entrazione 
riti
adelle piastrine vi
ino alla parete 
he può provo
are la formazione di una pla
-
a, non
hè di 
onos
ere la 
on
entrazione di anti
oagulanti ne
essaria su diuno stent per
hè questo aiuti nella vasodilatazione delle 
oronarie. Il monos-sido di azoto si trova an
he nel sistema nervoso 
entrale dove si presenta sottoforma di neurotrasmettitore 
he svolge diverse funzioni tra 
ui la formazionedella memoria, e nelle zone periferi
he, dove vi è una di�usa rete di nervi
he operano attraverso un me

anismo dipendente da NO per regolare variefunzioni del tratto gastrointestinale, respiratorio e genito-urinarie. L'ossidodi azoto 
ontribuis
e an
he al 
ontrollo dell'aggregazione delle piastrine e allaregolazione della 
ontrattilità 
ardia
a.Esiste an
he una vasta letteratura sugli aspetti patologi
i della bio
hi-mi
a di NO. C'è un 
onsenso generale 
he l'e

essiva o non regolamentataproduzione di NO 
ontribuis
a a vari stati di malattia. Lo sho
k setti
o è un
hiaro esempio di sovraproduzione di NO e si sospetta an
he 
he NO svolgaun ruolo importante nei disturbi neurogenerativi 
ome la s
lerosi laterale



Sintesi 4amiotro�
a e il morbo di Alzheimer, la 
orea di Huntington e il morbo diParkinson.Le Equazioni fondamentali del modelloLa Tesi è stata strutturata se
ondo due prin
ipali modelli:1. Caso �in vitro� . In tal 
aso il dominio si ridu
e alla sola regione dis
orrimento del �uido. Il liquido utilizzato per le simulazioni è in realtàuna soluzione �siologi
a 
omposta da a
qua, sale e zu

hero; negli e-sperimenti in vitro non si può utilizzare il sangue per
hé vi sono troppedi�
oltà per la sua 
onservazione. Dato 
he il monostrato 
ellulare nonviene 
onsiderato, non 
ompare il termine RNO. An
he il termine nonlineare è omesso, dato 
he l'uni
a reazione 
himi
a, 
he avviene tra la
on
entrazione del monossido di azoto e la soluzione �siologi
a, è dovu-ta all'ossigeno, ma tale reazione è 
osì lenta 
he può essere tras
urata,v. [1℄.2. Caso �in vivo� . Il dominio 
omprende entrambe le regioni, quelladi s
orrimento del �uido e il monostrato 
ellulare. In questo 
aso illiquido 
onsiderato è il sangue e si ha sia RNO > 0 
he k > 0. Lareazione 
himi
a 
orrispondente ora è molto velo
e e dipende dalla
on
entrazione di emoglobina nel sangue, 
he a sua volta dipende perlo più dalla distribuzione dei globuli rossi nel sangue. Per questo motivonel 
aso in vivo 
ompare an
he il termine non lineare quadrati
o (v.
(∗), (∗∗)).Entrambi i 
asi sono stati studiati sia in regime stazionario 
he dinami
o.Quest'ultimo è stato trattato numeri
amente mediante s
hemi alle di�erenze�nite sia espli
iti 
he semi-impli
iti.Nel 
aso di 
oordinate 
artesiane, in vivo, l'equazione nella regione dis
orrimento del �uido, [0, L]× [0, h]× [0, T ], è data da

∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂x2
+

∂2CNO

∂y2

)
− kC2

NO − u(y)
∂CNO

∂x
,



Sintesi 5dove D > 0 è suo 
oe�
iente di di�usione e vale
D = 3300

(µm)2

s
= 3300 · 10−12m

2

spoi
hè 1 µm (un mi
ron o mi
rometro) è pari a 10−6m. All'interno delmonostrato 
ellulare, [0, L] × [−T0, h) × [0, T ], la 
on
entrazione di NO ègovernata dall'equazione
∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂x2
+

∂2CNO

∂y2

)
− kC2

NO +RNO,
he in
lude i termini relativi a di�usione e reazione 
himi
a, oltre al termine
he des
rive la produzione del monossido di azoto, RNO > 0, 
ol tasso k > 0.Non 
'è trasporto in questa regione. Per le simulazioni si è usato un valoredi RNO pari a
RNO = 17

nM

s
= 17

nmoles

litro · s
= 17

nmoles

10−3m3 · s
= 17 · 10−6 moli

m3 · s
.Si è fatta l'ipotesi 
he la 
on
entrazione e il �usso del monossido di azoto siano
ontinui sull'interfa

ia tra il monostrato 
ellulare e la regione di s
orrimentodel �uido (ovvero y = 0), per 
ui

CNO(x, 0
−) = CNO(x, 0

+),

lim
y→0−

∂CNO

∂y
= lim

y→0+

∂CNO

∂y
, 0 < x < L,dove L è la lunghezza del dominio, misurata lungo l'asse x.Si è ritenuto più utile uni�
are in un uni
o dominio i due problemipre
edenti, 
onsiderando il problema

∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂x2
+

∂2CNO

∂y2

)
− u(y)

∂CNO

∂x
− kC2

NO +RNO,ove
u(y) :=

{
0 se − T0 ≤ y < 0

U0(
y

h
− ( y

h
)2) se 0 ≤ y ≤ h,



Sintesi 6e
RNO :=

{
RNO se − T0 ≤ y ≤ 0

0 se 0 < y ≤ h,dove U0 rappresenta la velo
ità iniziale. In questo 
aso (
oordinate 
artesiane,modello in vivo) la 
ondizione iniziale è data da
CNO(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L, −T0 ≤ y ≤ h,mentre le 
ondizioni al bordo sono delle 
ondizioni di Diri
hlet su una partedella frontiera e di Neumann su di un'altra

∂CNO

∂x
(0, y, t) = 0, −T0 ≤ y < 0, t > 0,

CNO(0, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ h, t > 0,

CNO(L, y, t) = N, −T0 ≤ y ≤ h t > 0;

∂CNO

∂y
(x, h, t) = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

∂CNO

∂y
(x,−T0, t), = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0,dove N > 0 è una 
ostante 
he dipende dalla velo
ità del �usso e dal valoredel 
oe�
iente di di�usione D. Tale valore è assunto da CNO quando ilrapporto tra la lunghezza L e l'altezza h supera un valore empiri
o di 
ir
a

10000 a 1, 
ioè quando L
h
≥ 10000.In 
oordinate 
artesiane, nel 
aso in vitro, l'equazione nella regione dis
orrimento del �uido si ridu
e alla

∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂x2
+

∂2CNO

∂y2

)
− u(y)

∂CNO

∂x
,dove

u(y) = U0

(y
h
− (

y

h
)2
)
= U0

y

h

(
1−

y

h

)
0 ≤ y ≤ h.



Sintesi 7Poi
hé il liquido 
he s
orre in questo 
aso è la soluzione �siologi
a, l'uni
areazione 
himi
a sarebbe quella tra la 
on
entrazione di NO e l'ossigeno.Tuttavia questa è 
osì lenta 
he può essere tras
urata e di 
onseguenza iltermine non lineare s
ompare. An
he in questo 
aso (
oordinate 
artesiane,modello in vitro) la 
ondizione iniziale è data da
CNO(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ L, −T0 ≤ y ≤ h.Le 
ondizioni al bordo sono sempre di Diri
hlet e di Neumann,
CNO(0, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ h, t > 0,

CNO(L, y, t) = N, −T0 ≤ y ≤ h, t > 0;

∂CNO

∂y
(x, h, t) = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

∂CNO

∂y
(x, 0, t) = −a, 0 ≤ x ≤ L, t > 0,dove a > 0 è una 
ostante 
he si ri
ava dalla legge di Fi
k, la quale mette inrelazione il �usso Jy nella direzione y di un �uido 
on la sua 
on
entrazionese
ondo l'equazione

Jy = −D
∂CNO

∂y
.Qui D > 0 è il 
oe�
iente di di�usione, 
he dipende dall'ambiente in 
ui èimmerso il �uido e ne misura la velo
ità di propagazione. Il segno negativoè dovuto al fatto 
he il �usso porta il �uido da regioni a 
on
entrazione piùalte a regioni a 
on
entrazioni più basse. In questo 
aso, dato 
he il �usso èentrante (sulla parte della frontiera 
on y = 0), Jy dovrà avere segno positivo,
ioè

Jy = −D
∂CNO

∂y
= −a, a > 0,il 
he spiega il segno negativo di a. Per ri
avare il valore numeri
o di a sipuò ragionare 
ome segue: per avere un �usso, si deve assumere 
he dellamassa venga riversata nel liquido in esame, quindi si deve moltipli
are il



Sintesi 8valore della 
on
entrazione riversata per la profondità dello strato di 
ellule
he la produ
e. Nel presente studio, si è 
onsiderato una profondità di 5 µm(T0 = 5 µm, v. [1℄), per 
ui risulta
Jy = 17

nM

s
· 5 µm = 85 · 10−6 nmole ·m

litro · s
=

= 85 · 10−6 · 10−3 nmole ·m

m3 · s
= 85 · 10−3 nmole

m2 · s
.Ri
ordando 
he la 
ondizione al 
ontorno su y = 0 è la 
ondizione di Neu-mann,

∂CNO

∂y
(x, 0) = −a,e 
he per la legge di Fi
k

Jy = −D
∂CNO

∂y
,si ri
ava 
he Jy = −D · (−a), da 
ui

a =
Jy

D
,e quindi, utilizzando i valori di Jy e di D ri
avati sopra, si ottiene per a ilvalore

a =
85 · 10−3 nmole

m2
·s

3300 · 10−12m2

s

= 0.0257
moles

m4In 
oordinate 
ilindri
he, 
i si è so�ermati prin
ipalmente sul 
aso invivo, poi
hé queste 
oordinate meglio des
rivono la geometria di una vasosanguigno, 
on il sangue 
he vi s
orre all'interno. L'equazione nella regionedi s
orrimento del �uido e il monostrato 
ellulare è data, in tal 
aso, dalla
∂CNO

∂t
= D

(
∂2CNO

∂r2
+

1

r

∂CNO

∂r
+

∂2CNO

∂z2

)
− u(r)

∂CNO

∂z

−kC2
NO +RNO.La velo
ità u(r) raggiunge il valore massimo per r = 0, mentre u(r) = 0 per

r = R − ǫ. La 
ostante RNO è inve
e nulla per 0 ≤ r < R − ǫ e assume ilvalore RNO per R − ǫ ≤ r ≤ R. Questo per via della simmetria 
ilindri
a.An
he in 
oordinate 
ilindri
he la 
ondizione iniziale sarà
CNO(r, z, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ z ≤ L,



Sintesi 9e le 
ondizioni al 
ontorno saranno an
ora di Diri
hlet e di Neumann:
CNO(r, 0, t) = 0, 0 ≤ r ≤ R− ǫ, t > 0,

∂CNO

∂z
(r, 0, t) = 0, R− ǫ < r ≤ R, t > 0;

CNO(r, L, t) = N, 0 ≤ r ≤ R, t > 0,

∂CNO

∂r
(R, z, t) = 0, 0 ≤ z ≤ L, t > 0,

∂CNO

∂r
(0, z, t) = 0, 0 ≤ z ≤ L, t > 0.In 
oordinate 
ilindri
he 
'è il problema della singolarità in r = 0, 
he neltrattamento numeri
o si domina utilizzando l'approssimazione

1

r

∂CNO

∂r
≈

∂2CNO

∂r2
per r = 0(
he si giusti�
a 
on il teorema di L'H�pital). Quindi per r = 0 l'equazionediventa

∂CNO

∂t
= D

(
2
∂2CNO

∂r2
+

∂2CNO

∂z2

)
− u(r)

∂CNO

∂z
− kC2

NO +RNO.Il termine non lineare quadrati
o nelle simulazioni numeri
he è stato trattatoin modo semi-impli
ito, in quanto più stabile dello s
hema espli
ito ma piùvelo
e di quello interamente impli
ito.I modelli matemati
iNel presente studio, per esaminare al meglio i vari aspetti del problema, sisono utilizzati i metodi di risoluzione numeri
a alle di�erenze �nite (espli
iti,semi-impli
iti), in parti
olare utilizzando di�erenze in avanti nel tempo eall'indietro nello spazio, forward in t, ba
kward in x, y. D'ora in poi, la



Sintesi 10
on
entrazione di monossido di azoto CNO sarà indi
ata sempli
emente 
on
C (C = CNO).Il termine non lineare quadrati
o, nei 
asi in vivo, è stato trattato in forma�semi-impli
ita�, poi
hé 
osì si possono ottenere dei vantaggi nella stabilitànumeri
a rispetto a s
hemi interamente espli
iti e avere al 
ontempo unamaggiore velo
ità rispetto all'appro

io 
ompletamente impli
ito.Modello in vitro bidimensionale, s
hema espli
itoIn 
oordinate 
artesiane il dominio spaziale è il rettangolo [0, L] × [0, h]. Ilmonossido di azoto si di�onde lungo l'asse x e lungo l'asse y 
on il 
oe�-
iente di di�usione D, e viene trasportato solo lungo x 
on velo
ità u(y). La
ondizione iniziale e le 
ondizioni al 
ontorno sono quelle indi
ate per il 
asoin vitro in 
oordinate 
artesiane. L'equazione è

∂C

∂t
= D

(
∂2CNO

∂x2
+

∂2CNO

∂y2

)
− u(y)

∂CNO

∂x
.Dis
retizzandola 
on uno s
hema espli
ito essa diventa

Cn+1
i,j − Cn

i,j

∆t
= D

(
Cn

i−1,j − 2Cn
i,j + Cn

i+1,j

∆x2
+

Cn
i,j−1 − 2Cn

i,j + Cn
i,j+1

∆y2

)

−uj

(
Cn

i,j − Cn
i−1,j

∆x

)
,Per avere una notazione più 
ompatta, poniamo

µ = D
∆t

∆x2∆y2
, σj = uj

∆t

∆x
,
ol 
he si ha

Cn+1
i,j = Cn

i−1,j(µ∆y2 + σj) + Cn
i,j(1− 2µ∆y2 − 2µ∆x2 − σj)

+µ∆y2Cn
i+1,j + µ∆x2Cn

i,j+1 + µ∆x2Cn
i,j−1,
he può essere s
ritta in forma matri
iale

Cn+1 = ACn + b, n = 0, 1, ..., nmax,



Sintesi 11dove A è una matri
e tridiagonale a blo

hi di dimensione n2 × n2, b è unvettore n-dimensionale di termini noti e Cn è il vettore di dimensione n2
ontenente i termini Cn
i,j ordinati opportunamente. Questo algoritmo è statoimplementato 
on Matlab. Si può 
osì notare 
ome varia la 
on
entrazione
on x, y e t, v. �g. 2.

0
20

40

0
20

40
0

1

x 10
−6 t=1

yx 0
20

40

0
20

40
0

1

x 10
−6

y

t=m/4

x

0
20

40

0
20

40
0

1

x 10
−6

y

t=3*m/4

x 0
20

40

0
20

40
0

1

x 10
−6

y

t=m

xFigura 2: Modello in vitro bidimensionale, s
hema espli
itoI dati e i parametri numeri
i utilizzati sono i seguenti:
N = 0.01, D = 3.3 · 10−9, U0 = 5, a = 0.0257, n = nmax = 35, x0 = 0,
x1 = L = 1, y0 = 0, y1 = h = 0.0001, t = tmax = 1, ∆x = x1−x0

n+1
, ∆y = y1−y0

n+1
,

∆t = ∆x2∆y2

10D(∆x2+∆y2)+U∆x∆y2
,dove x0, x1, y0, y1 sono rispettivamente gli estremi dell'intervallo x e dell'in-tervallo y. Considerando m il tempo, la prima �gura rappresenta la 
on
en-trazione al tempo iniziale, la se
onda �gura rappresenta la 
on
entrazione a

m
4
, la terza �gura al tempo 3m

4
e l'ultima rappresenta la 
on
entrazione al



Sintesi 12tempo �nale, 
on m = 4322. Il 
riterio di stabilità di von Neumann ri
hiede
he
∆t ≤

∆x2∆y2

2D(∆x2 +∆y2) + U∆x∆y2
,dove U := maxyu(y).Modello in vivo, bidimensionale, s
hema espli
itoNel 
aso di 
oordinate 
artesiane per il modello in vivo, nell'equazione 
om-pare an
he il termine derivante dalla reazione 
himi
a di tasso k e il fattore

RNO 
he rappresenta il tasso di produzione del monossido di azoto. Inoltre,il dominio è 
ostituito da due parti, quella in 
ui s
orre il sangue (0 < y ≤ h)ove la velo
ità ha un pro�lo paraboli
o e il tasso di produzione è nullo, l'al-tra, ove −T0 ≤ y ≤ 0, dove non vi s
orre �uido, la velo
ità è nulla e il tassodi produzione è 
ostante. Dato 
he la 
on
entrazione e il �usso tra le dueregioni sono stati ipotizzati 
ontinui, i due domini sono stati uni�
ati in undominio uni
o. Nel modello bidimensionale l'equazione diventa
∂C

∂t
= D

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2

)
− u(y)

∂C

∂x
− kC2 +RNO,e il termine non lineare verrà trattato in modo semi-impli
ito. La 
on-dizione iniziale e le 
ondizioni al 
ontorno saranno le stesse del 
aso in vivoin 
oordinate 
artesiane.L'equazione verrà 
osì approssimata

(1 + k∆tCn
i,j)C

n+1
i,j = Cn

i−1,j

(
D

∆t

∆x2
+ uj

∆t

∆x

)

+

(
1− 2D

∆t

∆x2
− 2D

∆t

∆y2
− uj

∆t

∆x

)
Cn

i,j

+D
∆t

∆x2
Cn

i+1,j +D
∆t

∆y2
Cn

i,j−1

+D
∆t

∆y2
Cn

i,j+1 +RNO∆t.Si può s
rivere in forma matri
iale 
ome
(I+ k∆tBn)Cn+1 = ACn + b, n = 0, 1, ..., nmax,



Sintesi 13dove I è la matri
e identità n2 × n2, A è una matri
e tridiagonale a blo

hi,di dimensione n2 × n2, b è il vettore dei termini noti di dimensione n2 e B
nè una matri
e diagonale n2 × n2 s
ritta 
ome

B
n = diag(Cn

1,1, C
n
2,1, ..., C

n
n,1;C

n
1,2, C

n
2,2, ..., C

n
n,2; ...;C

n
1,n, C

n
2,n, C

n
n,n).Implementando questo algoritmo 
on Matlab si nota po
hissima di�erenzarispetto al 
aso in vitro, 
ome si vede dai gra�
i di Figura 3.
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xFigura 3: Modello in vivo bidimensionale, s
hema espli
itoI dati e i parametri numeri
i utilizzati sono i seguenti:
N = 0.01, D = 3.3 · 10−9, U0 = 5, k = 2, RNO = 17 · 10−6, n = nmax = 35,
x0 = 0, x1 = L = 1, y0 = 0, y1 = h = 0.0001, t = tmax = 1, ∆x = x1−x0

n+1
,

∆y = y1−y0
n+1

, ∆t = ∆x2∆y2

10D(∆x2∆y2)+
U0
4
∆x∆y2

, dove x0, x1, y0, y1 sono gli estremidegli intervalli rispettivamente x ed y. La Figura 3 mostra la 
on
entrazionein funzione di x, y agli istanti t = 1, m
4
, 3m

4
, m, dove m = 4277.



Sintesi 14Il motivo per 
ui non si nota molta di�erenza rispetto al 
aso pre
edenteè 
he si è 
onsiderato un valore di k relativamente pi

olo. I valori della
on
entrazione sono molto pi

oli e il quadrato lo è an
ora di più. Finoad un 
erto ordine di grandezza, il parametro k in�uis
e molto po
o sulladistribuzione diNO. Ponendo k uguale ad una quantità 1010 volte più grandesi nota una di�erenza sostanziale, v. Figura 4.
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xFigura 4: Modello in vivo bidimensionale, s
hema espli
ito, valori di k grandeLa Figura 4 mostra la 
on
entrazione in funzione di x, y agli istanti t =

1, m
2000

, m
1000

, m; per i tempi utilizzati nel pre
edente gra�
o la 
on
entrazionemostrava lo stesso andamento a partire dalla se
onda �gura. Si noti 
hean
he la s
ala degli assi 
artesiani è stata 
ambiata. Quando k è grandela 
on
entrazione 
res
e maggiormente per tempi 
he si avvi
inano a quello�nale.



Sintesi 15Uno dei problemi prin
ipali nel 
aso in vivo 
onsiste nel 
onsiderare delle
ondizioni al 
ontorno da una parte di Neumann, dall'altra di Diri
hlet.Infatti sull'asse y, si ha una 
ondizione di Neumann, ∂C
∂x
(0, y, t) = 0, per

−T0 ≤ y < 0, mentre si ha una 
ondizione di Diri
hlet, C(0, y, t) = 0, per
0 ≤ y ≤ h. In fase di programmazione, questo 
omporta 
he la matri
e Adiventi �variabile�.Modello in vivo, in 
oordinate 
ilindri
he, s
hema espli-
itoIl problema in 
oordinate 
ilindri
he, des
rive meglio la geometria di un vasosanguigno, 
ostituito da una regione in 
ui s
orre il sangue e uno strato 
ellu-lare immobile. Il dominio può essere 
onsiderato un rettangolo di lunghezza
L, z ∈ [0, L] e di altezza R, r ∈ [0, R], 
he ruota attorno all'asse z = 0.L'equazione è allora

∂C

∂t
= D

(
∂2C

∂r2
+

1

r

∂C

∂r
+

∂2C

∂z2

)
− u(r)

∂C

∂z
− kC2 +RNO.In generale, il lapla
iano in 
oordinate 
ilindri
he ha an
he il termine 1

r2
∂2C
∂θ2

,dipendente dall'angolo θ, ma questo si tras
ura in 
ondizioni di simmetria
ilindri
a. La velo
ità u(r) raggiunge il valore massimo per r = 0 mentre
u(r) = 0 per R−ǫ ≤ r ≤ R. La 
ostante RNO è inve
e nulla per 0 ≤ r < R−ǫe assume il valore RNO per R − ǫ ≤ r ≤ R. La 
ondizione iniziale e le
ondizioni al 
ontorno sono quelle indi
ate pre
edentemente per il 
aso in
oordinate 
ilindri
he.L'equazione è stata dis
retizzata 
ome

(1 + k∆tCn
i,j)C

n+1
i,j =

(
1− 2D

∆t

∆r2
+D

∆t

r∆r
− 2D

∆t

∆z2
− ui

∆t

∆z

)
Cn

i,j

+

(
D

∆t

∆r2
−D

∆t

r∆r

)
Cn

i−1,j +D
∆t

∆r2
Cn

i+1,j

+

(
D

∆t

∆z2
+ ui

∆t

∆z

)
Cn

i,j−1 +D
∆t

∆z2
Cn

i,j+1

+RNO∆t.



Sintesi 16In questo modello si presenta il problema della singolarità in r = 0, in 
or-rispondenza della quale ho utilizzato l'approssimazione 1
r
∂C
∂r

≈ ∂2C
∂r2

. Quindil'equazione, per r = 0, diventa
∂C

∂t
= D

(
2
∂2C

∂r2
+

∂2C

∂z2

)
− u(r)

∂C

∂z
− kC2 +RNO,e sarà, pertanto, approssimata in modo diverso 
he negli altri punti; per

r = 0 si ha
(1 + k∆tCn

i,j)C
n+1
i,j =

(
1− 4D

∆t

∆r2
− 2D

∆t

∆z2
− ui

∆t

∆z

)
Cn

i,j

+2D
∆t

∆r2
Cn

i−1,j + 2D
∆t

∆r2
Cn

i+1,j

+

(
D

∆t

∆z2
+ ui

∆t

∆z

)
Cn

i,j−1 +D
∆t

∆z2
Cn

i,j+1

+RNO∆t.Lo s
hema numeri
o si può s
rivere in modo più 
ompatto, usando unanotazione matri
iale
(I+ k∆tBn)Cn+1 = ACn + b, n = 0, 1, ..., nmax,dove I è la matri
e identità n2 × n2, A è una matri
e tridiagonale a blo

hi,di dimensione n2 × n2, b è il vettore dei termini noti di dimensione n2 e B

nè una matri
e diagonale n2 × n2 s
ritta 
ome
B

n = diag(Cn
1,1, C

n
2,1, ..., C

n
n,1;C

n
1,2, C

n
2,2, ..., C

n
n,2; ...;C

n
1,n, C

n
2,n, C

n
n,n).Risolvendo in Matlab, si ottiene il gra�
o di Figura 5, avendo utilizzato iseguenti dati e parametri numeri
i:

N = 0.01, D = 3.3 · 10−9, U0 = 5, k = 2, RNO = 17 · 10−6, n = nmax = 35,
z0 = 0, z1 = L = 1, r0 = 0, r1 = R = 0.0001, t = tmax = 1, ∆z = z1−z0

n+1
,

∆r = r1−r0
n+1

, ∆t = ∆z2∆r2

10D(∆z2+∆r2)+
U0
4
∆z∆r2

, dove z0, z1, r0, r1 sono gli estremidegli intervalli rispettivamente di z e di r. La prima �gura 
orrisponde altempo iniziale, la se
onda a t = m
4
, la terza a t = 3m

4
e la quarta al tempo�nale, 
on m = 4322.
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zFigura 5: Modello in vivo, in 
oordinate 
ilindri
he, s
hema espli
itoPrendendo un valore di k più grande, almeno pari a 1010, si ottiene ilgra�
o di �gura 6. Questi gra�
i mostrano la 
on
entrazione agli istanti
t = 1, m

2000
, m
1000

, m, mentre agli istanti del 
aso pre
edente, a parte l'istanteiniziale, i 3 gra�
i sarebbero risultati uguali. Questo 
i di
e 
he già al tempo
m
4
la 
on
entrazione è la stessa 
he si trova al tempom. Si noti 
he è 
ambiataan
he la s
ala sugli assi 
artesiani. Con k grande la 
on
entrazione 
res
emaggiormente per tempi 
he si avvi
inano a quello �nale.
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zFigura 6: Modello in vivo, in 
oordinate 
ilindri
he, s
hema espli
ito, per kgrandeCriterio di stabilità numeri
a se
ondovon NeumannIn vitro, in due dimensioni, 
on uno s
hema espli
itoLa 
ondizione di stabilità numeri
a se
ondo von Neumann in 
oordinate
artesiane, per il modello in vitro ri
hiede 
he, se
Cn

i,j = ξneiβieiγj , (⋆)si abbia
| ξ |≤ 1, ∀β ∈ R, ∀γ ∈ R,



Sintesi 19essendo ξ = (ξ(β, γ)) ∈ C. Sostituendo la (⋆) nello s
hema seguente
Cn+1

i,j = Cn
i,j + µ[∆y2(Cn

i−1,j − 2Cn
i,j + Cn

i+1,j)

+∆x2(Cn
i,j−1 − 2Cn

i,j + Cn
i,j+1)]

−σj(C
n
i,j − Cn

i−1,j),ove si è posto
µ := D

∆t

∆x2∆y2
, σj := uj

∆t

∆x
,da 
ui

σj = ujµ∆x∆y2,si ottiene
ξn+1eiβieiγj = ξneiβieiγj + µ[∆y2(ξneiβ(i−1)eiγj − 2ξneiβieiγj

+ξneiβ(i+1)eiγj) + ∆x2(ξneiβieiγ(j−1)

−2ξneiβieiγj + ξneiβieiγ(j+1))]

−σj(ξ
neiβieiγj − ξneiβ(i−1)eiγj),da 
ui

ξ = 1− µ[2∆y2(1− cos β) + 2∆x2(1− cos γ)

+uj∆x∆y2(1− cos β)]− iujµ∆x∆y2 sin β,e da questa, tenendo 
onto 
he | a+ ib |2= a2 + b2, si ha
| ξ |2 −1 = 2µ(1− cos β)[−∆y2(2 + uj∆x)

+2µ(1− cos β)∆y4(1 + uj∆x) + µu2
j∆x2∆y4]

+2µ(1− cos γ)[−2∆x2 + 2µ∆x2(1− cos β)∆y2(2 + uj∆x)

+2µ∆x4(1− cos γ)].Essendo, ∀β ∈ R e ∀γ ∈ R,
1− cos β ≤ 2, 1− cos γ ≤ 2,



Sintesi 20si ha
| ξ |2 −1 = 4µ(−2∆y2 − uj∆x∆y2 + 4µ∆y4 + 4µuj∆x∆y4

+µu2
j∆x2∆y4 − 2∆x2 + 8µ∆x2∆y2 + 4µuj∆x3∆y2

+4µ∆x4) ≤ 0.Ri
ordando 
he µ > 0, l'espressione tra parentesi diventa
µ(2∆x2 + 2∆y2 + uj∆x∆y2)2 ≤ 2∆x2 + 2∆y2 + uj∆x∆y2,ovvero

D
∆t

∆x2∆y2
(2∆x2 + 2∆y2 + uj∆x∆y2) ≤ 1,da 
ui | ξ | −1 ≤ 0 se è soddisfatta la 
ondizione

∆t ≤
∆x2∆y2

2D(∆x2 +∆y2) + uj∆x∆y2
.La velo
ità uj varia 
on j (uj = u(j∆y)), e nel modello 
onsiderato è

0 ≤ u(y) ≤ U per una 
erta 
ostante U > 0, per 
ui si ha
0 ≤ uj ≤ U ≤ maxyu(y).Una 
ondizione uniforme (rispetto a j) è allora la

∆t ≤
∆x2∆y2

2D(∆x2 +∆y2) + U∆x∆y2
.Dipendenza dal parametro kIl parametro k, 
he appare nella reazione 
himi
a tra NO e il sangue, è moltoimportante nell'equazione del modello in vivo. Questa 
ostante moltipli
a iltermine quadrati
o 
he in�uenza i valori risultanti della 
on
entrazione dimonossido di azoto.Dalle simulazioni numeri
he e�ettuate si è potuto 
onstatare 
he per va-lori di k abbastanza pi

oli la 
on
entrazione non subis
e modi�
he rilevanti



Sintesi 21rispetto al 
aso lineare. Infatti, i valori della 
on
entrazione sono moltopi

oli: 
on i dati utilizzati in genere si raggiungono valori dell'ordine di 10−5,il 
ui quadrato ovviamente è an
ora più pi

olo. Per tale motivo, per poterosservare variazioni signi�
ative della 
on
entrazione si devono prendere deivalori di k almeno dell'ordine di 1010.É importante sottolineare 
he non sono noti a tutt'oggi dei valori pre
isiper k in 
ampo biologi
o. Possiamo quindi solo ipotizzare e analizzare vari
asi 
onsiderando k in un ampio 
ampo di valori, di
iamo
2

m3

moli · s
≤ k ≤ 1010

m3

moli · s
.Se fa

iamo variare k in tale intervallo e risolviamo l'equazione non lineare (v.(∗)), si ottiene un andamento della 
on
entrazione 
he dovrebbe rispe

hiare
iò 
he a

ade in un vaso sanguigno reale.Sviluppo della 
on
entrazione in serie di potenze di kConsideriamo ora la 
on
entrazione del monossido di azoto 
ome funzionedel parametro k. S
riviamo per
iò C = C(x, y, t; k) e studiamo l'equazionedel 
aso in vivo

∂C

∂t
= D

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2

)
− u(y)

∂C

∂x
− kC2 +RNO.L'idea è quella di s
rivere la soluzione 
ome serie di potenze di k,

C(x, y, t; k) ≡ Ck(x, y, t) := k0C0 + k1C1 + k2C2 +O(k3),e risolvere le equazioni 
he si ottengono per i primi termini dello sviluppo.Si ha (formalmente)
∂C0

∂t
+ k

∂C1

∂t
+ k2∂C2

∂t
+O(k3) = D

(
∂2C0

∂x2
+

∂2C0

∂y2
+ k

∂2C1

∂x2
+ k

∂2C1

∂y2

+k2∂
2C2

∂x2
+ k2∂

2C2

∂y2
+O(k3)

)

−u(y)

(
∂C0

∂x
+ k

∂C1

∂x
+ k2∂C2

∂x

+O(k3)
)
− k[C2

0 + 2kC0C1

+k2(C2
1 + 2C0C2) +O(k3)] +RNO.



Sintesi 22A questo punto si possono risolvere delle equazioni distinte. Dalla prima sitroverà C0, 
he si userà nella se
onda per trovare C1; dalla se
onda si troverà
C1 e dalla terza C2, utilizzando sia C0 
he C1:

k0)
∂C0

∂t
= D

(
∂2C0

∂x2
+

∂2C0

∂y2

)
− u(y)

∂C0

∂x
+RNO,

k1)
∂C1

∂t
= D

(
∂2C1

∂x2
+

∂2C1

∂y2

)
− u(y)

∂C1

∂x
− (C0)

2,

k2)
∂C2

∂t
= D

(
∂2C2

∂x2
+

∂2C2

∂y2

)
− u(y)

∂C2

∂x
− 2C0C1,Per risolvere l'equazione (k0), si utilizzeranno la 
ondizione iniziale e le 
on-dizioni al 
ontorno del modello in 
oordiante 
artesiane in vivo. Questaequazione 
orrisponde al 
aso k = 0 e fornis
e C0 ≡ C0(x, y, t) ≡ C(x, y, t; 0).Per risolvere l'equazione (k1), si dovrà sviluppare in serie di potenze an
hela 
ondizione iniziale e le 
ondizioni al 
ontorno. Ad esempio la 
ondizione

C(L, y, t) = Nper− T0 ≤ y ≤ h verrà sviluppata in serie di potenze di k perfare C(L, y, t) = C0(L, y, t) + kC1(L, y, t) + k2C2(L, y, t) + O(k3) = N , da
ui C1(L, y, t) = 0. Allo stesso modo si avrà 
he an
he Cr(L, y, t) = 0, per
r = 1, 2, 3, .... Il termine C2

0 proviene dal 
oe�
iente del termine lineare in
k. Risolvendo la se
onda equazione si trova C1. Per risolvere la terza, pro
e-dendo 
ome prima, si ottengono una 
ondizione iniziale e le 
ondizioni al
ontorno nulle. Il termine 2C0C1 è il 
oe�
iente di k2 e avendo determinato
C0 e C1 si potrà trovare la soluzione C2, risolvendo l'equazione (k2).Per risolvere numeri
amente le tre equazioni (k0), (k1) e (k2), si è utiliz-zato l'algoritmo già usato nel 
aso in vivo in 
oordinate 
artesiane e 
ioè unmetodo espli
ito. Per l'equazione (k0) i 
al
oli 
oin
idono 
on quelli del 
aso
k = 0, e si ottiene C0. Per la (k1) si pone nel 
odi
e k = 0, RNO = 0 ed
N = 0, si tiene 
onto 
he il termine C2

0 , qui è noto e si ottiene C1. Per la
(k2) si pone an
ora nel 
odi
e k = 0, RNO = 0, N = 0 e si sottrae il termine
2C0C1, ora noto. In�ne si rimettono insieme le soluzioni ottenute e si 
al
ola
C(x, y, t; k) ≈ k0C0 + k1C1 + k2C2.Utilizzando Matlab si è ottenuto il gra�
o di Figura 7.
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xFigura 7: Sviluppo di C in serie di potenze di kI dati e i parametri numeri
i usati sono: D = 3.3 · 10−9, U0 = 5, k = 2,
n = nmax = 25, x0 = 0, x1 = L = 1, y0 = 0, y1 = h = 0.0001, t = tmax = 1,
∆x = x1−x0

n+1
, ∆y = y1−y0

n+1
, ∆t = ∆x2∆y2

10D(∆x2∆y2)
.Le �gure 
orrispondono rispettivamente al tempo iniziale, a m

4
, a 3m

4
e altempo �nale m, ove m = 2231. Si noti 
he la s
ala sugli assi x, y è diversadalle �gure pre
edenti. Prendendo, ad esempio, gli stessi dati di prima, ma

k = 1010 si ottengono i gra�
i di �gura 8
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xFigura 8: Sviluppo di C in serie di potenze di k, per k grande (k = 1010)Cal
olo numeri
o diretto di ∂C

∂kConsideriamo an
ora una volta la 
on
entrazione di NO 
ome funzione (an-
he) del parametro k, C ≡ C(x, y, t; k). Derivando ambo i membri dell'e-quazione
∂C

∂t
= D

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2

)
− u(y)

∂C

∂x
− kC2 +RNO,e ponendo d := ∂C

∂k
(x, y, t; k), si ottiene

∂d

∂t
= D

(
∂2d

∂x2
+

∂2d

∂y2

)
− u(y)

∂d

∂x
− C2 − 2k̃C

∂C

∂k

= D

(
∂2d

∂x2
+

∂2d

∂y2

)
− u(y)

∂d

∂x
− C2 − 2k̃Cd, (⊙)dove si è posto k = k̃ (e quindi d = d(x, y, t; k̃) si riferis
e a tale valore �ssato

k̃). La 
ondizione iniziale e le 
ondizioni al 
ontorno da asso
iare a (⊙) si



Sintesi 25possono ottenere da quelle per C (nel 
aso in vivo in 
oordinate 
artesiane).Si ha
∂d

∂x
(0, y, t) = 0, −T0 ≤ y < 0, t > 0,

d(0, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ h, t > 0,

d(L, y, t) = 0, −T0 ≤ y ≤ h, t > 0;

∂d

∂y
(x, h, t) = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0,

∂d

∂y
(x,−T0, t) = 0, 0 ≤ x ≤ L, t > 0.L'equazione (⊙) può essere dis
retizzata 
ome

dn+1
i,j − dni,j

∆t
= D

(
dni−1,j − 2dni,j + dni+1,j

∆x2
+

dni,j−1 − 2dni,j + dni,j+1

∆y2

)

−uj

(
dni,j − dni−1,j

∆x

)
− 2k̃Cn

i,jd
n
i,j − (Cn

i,j)
2,da 
ui

dn+1
i,j =

(
D

∆t

∆x2
+ uj

∆t

∆x

)
dni−1,j +

(
1− 2D

∆t

∆x2
− 2D

∆t

∆y2

−uj

∆t

∆x
− 2k̃∆tCn

i,j

)
dni,j +D

∆t

∆x2
dni+1,j +D

∆t

∆y2
dni,j−1

+D
∆t

∆y2
dni,j+1 − (Cn

i,j)
2∆t,
he può essere s
ritta in forma matri
iale 
ome

dn+1 = Adn − (Cn)2∆t,dove dn è il vettore 
he 
ontiene tutti gli elementi dni,j, opportunatamenteordinati, e A è una matri
e tridiagonale a blo

hi, di dimensione n2 × n2,variabile 
on n.Con questo metodo si può studiare la variazione 
on k della 
on
en-trazione del monossido di azoto nei vari punti nel dominio spazio-temporale.
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lusioni e prospettive futureNel 1992 il monossido di azoto è stato s
elto dalla rivista S
ien
e 
ome�mole
ola dell'anno�. L'importanza di NO nei sistemi biologi
i e nelle at-tività �siologi
he e �siopatologi
he è stata ri
onos
iuta solo di re
ente. Nel1998, ri
er
he su questo gas 
osì importante hanno portato all'assegnazionedel Premio Nobel per la Fisiologia e la Medi
ina a Robert F. Fur
hgott, LouisJ. Ignarro e Ferid Murad.Nel 1980, al
uni studi hanno segnalato 
he le 
ellule endoteliali produ
onoun potente vasodilatatore, allora s
onos
iuto, eti
hettato fattore di rilassa-mento derivato dall'endotelio (EDRF, endothelium-derived relaxing fa
tor).Solo dopo anni di ri
er
he e di approfondimenti si è potuto dimostrare 
hequel fattore di rilassamento poteva essere identi�
ato 
on il monossido diazoto. Nonostante le intense attività di ri
er
a negli ultimi due de
enni, la
onos
enza del ruolo di NO è an
ora in
ompleta. Questo è un settore inrapida evoluzione an
he per
hé il monossido di azoto è presente in numerosi
ontesti biologi
i, 
ompresi i suoi potenziali e�etti no
ivi, e al
une parti-
olarità della sua bio
himi
a non sono an
ora state pienamente 
omprese.Modelli matemati
i per il biotrasporto di NO nel sangue stanno iniziandoad emergere nella letteratura s
ienti�
a soltanto ora, proprio per
hé la suaimportanza biologi
a è stata ri
onos
iuta solo di re
ente.Lo s
opo di questa Tesi era quello di sviluppare dei modelli matemati
i,essenzialmente numeri
i, sia in presenza di 
ellule endoteliali in vitro 
hesimulando la realtà in vivo, in modo da poter prevedere la distribuzione della
on
entrazione di NO, sia in regime stazionario 
he in regime dinami
o, invarie geometrie.La 
on
entrazione di monossido di azoto, sulla super�
ie endoteliale enella regione di s
orrimento del �uido (il sangue), è in�uenzata da diversifattori. Da un lato, essa è determinata dal tasso di produzione delle 
el-lule endoteliali, RNO, dall'altro è funzione delle 
ondizioni di trasporto edi�usione nella 
amera e della relazione tra questi. Le relative in�uenze didi�usione e trasporto, 
osì 
ome la 
on
entrazione di NO 
al
olata sulla
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ie endoteliale e nella regione di s
orrimento si evolvono su s
ale tem-porali diverse, 
he dipendono dalla distanza dalla super�
ie endoteliale. Sutale super�
ie, la velo
ità del �uido è nulla e quindi ogni 
ambiamento nella
on
entrazione è 
ausato da un 
ambiamento nella produzione di NO nelle
ellule, ovvero dal valore di RNO. In vi
inanza della super�
ie endotelialela velo
ità del sangue è positiva e qui viene raggiunto un equilibrio tra glie�etti della di�usione e del trasporto. Più 
i si allontana dall'origine lungola 
amera, più la 
on
entrazione di NO 
res
e e an
he la sua di�usione nella
amera aumenta. Quando si va verso il 
entro della 
amera inve
e la 
on
en-trazione di NO diminuis
e nonostante la produzione di NO nel monostrato
ellulare aumenti: il valore della 
on
entrazione risultante sarà dato dallasomma degli e�etti della di�usione vi
ino allo strato 
ellulare e del trasportonei punti pre
edenti.Per quanto riguarda il termine non lineare quadrati
o, si nota 
he questofattore non 
omporta di�erenze sostanziali alla 
on
entrazione quando i valoridi k sono pi

oli. Infatti, se la 
on
entrazione è pi

ola, il suo quadrato èan
ora più pi

olo e kC2, 
on un valore di k quasi tras
urabile, mostreràvariazioni nella 
on
entrazione imper
ettibili (pi

ole variazioni sulla 7a 
ifrade
imale). An
he dai gra�
i di Figura 2 e 3, nel 
aso bidimensionale, il primoriferito al 
aso in vitro, il se
ondo a quello in vivo, non si notano di�erenzeper
ettibili. Se inve
e 
onsideriamo gli stessi 
asi ma 
on k molto più grande(1010 volte più grande), si osservano delle di�erenze signi�
ative tra le Figure
2 e 4.In questa Tesi sono stati 
al
olati i valori della 
on
entrazione di NO nelsangue. Rius
ire ad avere una stima 
orretta di questi valori potrebbe rive-stire un notevole signi�
ato biologi
o. Infatti, NO oltre ad essere un potentevasodilatatore (il 
he è essenziale per la regolazione della pressione arteriosa),esso è presente in numerose altre attività biologi
he. Per 
itarne al
une, essosvolge diverse funzioni nel sistema nervoso 
entrale, 
ontribuis
e alla for-mazione della memoria, aiuta la 
ontrattilità 
ardia
a. Ri
er
he emergentihanno dimostrato 
he esso ha un ruolo importante an
he in al
une malattie,
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ausa di una sua 
arente o e

essiva produzione. Infatti esso è 
oinvoltonella patogenesi di 
ondizioni quali sho
k setti
o, nello stato iperdinami
o di
irrosi e nelle in�ammazioni.Per tutti questi motivi, è importante poter fare una previsione della suadistribuzione in un dato vaso sanguigno o in un'arteria, 
osì da poter evitarepatologie 
ausate da una sua estrema presenza, in positivo o in negativo.Un aspetto da studiare maggiormente in futuro è la dipendenza della 
on-
entrazione di NO dal parametro k. Nel Capitolo 6 si è soltanto a

ennatoa due possibili strade 
he si potrebbero seguire a tale s
opo. Dei valori realidi questo parametro però si 
onos
e an
ora molto po
o. Uno studio im-prontato sulla dipendenza della 
on
entrazione di NO da k potrebbe aiutarea 
omprendere meglio per quali valori tale 
on
entrazione subis
e notevolimodi�
he, ris
ontrabili poi 
on attività biologi
he importanti.
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