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nut�¦zwzyFwC�¥¤>qN¤:tC��wz��q � �>}£v�w��>� � t�yFvxq�}>��tCn�wC�Fv��>�>��wC�>�P�E} � t~yFv�����wznut~yFq �~y�� �.� wC�>�
vxyxt��F�«wzyF�Mt~����wz}E�©¨~�E�zy�� �$� �>�>� � �¥¤Ew~v�v7���~¨ qL��wz��q|vxyxt��z�:t~yF�>wnut¢��y�q�t��s��w~}>qr�>�E�«yxt�v�v¥t�n��
�>�'�s�>�4�«w~y�}>��y�qs��w�t~n��s�>}>q������t~�z��}>�©�
mo}O�>q v�v¥t��zn���w�n�wN�F�sy�� v�v�w )w~y��£t~}E���s�st�vxwN��}O��qs�'�st � � vxwzn��©¨ª�¥¤>q t~}>�>yFqs��w�t��Eqs����y�� �

¦zqsyFq~�
� qsn � y�����wM�st � � vxwzn�w>¨¬�F� )��:t�v¥tCnut��>q��:}E���s��wz}>q �>�P�>����q�}>����wz}>q � q�y��w~vFvxwz� � t~�s�

vxw � wzn�w~�z�����¬�>�
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�sw~���%�sw~��q¢¦~qs}>}>q � qs}>��t�v¥t��:t�Xqs}>�~qsys�
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 �©{)�K� 	�q �:}>������wz}Eq-�z���~��� �
�9t��>����qs}>�F��wz}Eq �>�9�>}�t~yF�>��v�yxt~yF��w���w~vFvxwz� � t~�s��w

X
�E�

Rn
)��E}:t��«�>}>����wz}Eq�tM¦�t~n�w~y��

��}£vxq�y��©¨E�>qs}>w�v¥t�v�w���wz}
dim X

¨:�¥¤>qA��wQ�>�>���F� tN�'��q��z�>q�}ªv��9t~���F��wz���©�
��
 � q�y=�E} ����}>�zn�q�vxw~}

{p}
¨
dim ({p}) = 0

¨ � qsy9��}£vxq�yF¦�t~n�n��~�E}>��vxt~y��
I1 ¨ dim (I1) =

1
qs�g��}��zq�}>qsy�t~n�q � qsyL� � qsyF�s�>�E�'���+�>����qs}>�F��wz}>t~n��

Im
¨
dim (Im) = m

%

� 
 �©Xw~}>w~vxw~}>������v9&��
X

′

⊂ X
��� � n����st

dim X
′

≤ dim X;

 
 � � vxt~�>��n���v'&M}ª�>��qsyxt��>��n�q ���F�ut
X
�>}>��w~}>qN}ª�>��q�yxt~�E��n�q �>�J��w~vFvxwz��}>����qs���P�¥¤>���>���

Xi

�E�
Rn
¨:t~n�n�wzy�t

dim

(

∞
⋃

i=1

Xi

)

≤ max
i≥1

dim Xi;
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 � mo}£¦�t~y���t~}>�st v�w � w~n�wz�z����t � � q�yO�>} " t~y��>� vxy�t~y���t t �.� n�����t��s��w~}>q
ϕ
�F�sq�n�v¥t }>q�n�nut

� t~�����zn��utA�>qs�zn��4wz��qswz��wzy2�:����� �:t
Rn
t

Rn
�F�'¤:t

dim (ϕ (X)) = dim X.

���>�>�ut���wX�swz�����sw~�FvxyF�>��v�w � qsy���}>�>�>����wz}>q��>}:tX�«�E}>�s��wz}>qCqM¦~qsyF���:�st�vxw �¥¤Eq � q�y
qs����t�¦�t~n�q�����q�y�w� 	ª�:t�v�v�y�w�t~���F��wz���©¨��swz}E�sn��E�>qs}>�Ew¢��} vxt~nª��wQ�>w��¥¤>q|nutr�«�>}>����wz}>q)�:t�vxt
�«wz���Fq n�t��>����qs}>�F��wz}Eq¢vxw � wzn�w~�z���stE�
� ����� ���
����� � � 
 �©{)�K� 	�q �:}>������wz}Eq-�z���~������
� �'�>q��>}>���F�sq � q�yL��}>�>�E�s��w~}>qnut�� ��� ����������� � �>�����

• X = ∅ ⇐⇒ dim X = −1
�

•
(�}EwX� � t~�s��w��/¤:t

dim X ≤ n
�
n ≥ 0

����} �>} � �>}£vxw
p
�Fq

p
� wz���F��qs�Eq��>}

��}£vxw~y�}>w�t~yF�>��v�yxt~yF�ut~��qs}£vxq � �����swzn�w ( v¥t~n�q¢�¥¤>q
dim ∂U ≤ n − 1.

• dim X ≤ n
��q

dim X ≤ n
��}�wz�z}E�'���>w � �>}£vxwE�

• X
¤:t��>����q�}>����wz}>q

n
��}��>} � �>}£vxw

p
��q )¢¦~qsyFw��¥¤Eq

dim X ≤ n
}>qsn � �>}£vxw

pqAy����F�>n�vxt � t~n��FwN�¥¤>q
dim X ≤ n − 1

��}
p
�
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• X
¤:tL�>����qs}E����w~}>q

n
��q )%¦~qsy�w �¥¤>q

dim X ≤ n
qs�
)J� t~n��FwL�¥¤>q

dim X ≤ n−1.

• dim X = ∞
��q

dim X ≤ n
)� t~n���t

∀n.

���>�>�ut���w��swz}£vx��}ª�:t�vxw��nE�st � ��v�wzn�w �«wzy�}Eqs}>�>wAt�n��s�E}>q�vxy�t¢n�q � y���}E�s� � t~n�� � yFw � y���q�v'&
�>�4v¥t~n�q�>����qs}E����w~}>q~�

� qsn|�Fqs�sw~}>�>w ��t � � vxwzn�w>¨J�>w � w t�¦zqsyN�«wzyF}>��v�w n�q�}Eqs�sq�����t~y���qg�Eq��:}>���s��wz}>����}>�����ut~n��
qs�Fv�yxt � wzn�t�vxq �:t�n�nut vxqsw~y��ut �Eqsn�n�t �������>y�tE¨�t��>�>�ut���w v�yxt�vFv¥t�v�w�nut �>����q�}>����wz}>q��>�
� t~�>�F�>wzy 2P� � ��t~��w � t~yFv���vx�¬�:t~n'�>q �:}>��y�qnutN�K�o�������Eyxt��>� � t~�>���Ewzy 2=�
� ����� ���
����� �  
 �©{)�K� 	�q �:}>������wz}Eq#� ���~� � �
� �ut

X ⊂ R
n
¨
0 ≤ s < ∞

¨
0 < δ ≤ ∞

q
{Ui}

�>}
δ
�+y�����w � yF����qs}£vxwr�>�

X
�P�=wz}>��t~��w

H
s

δ(X) = inf
{Ui}

∞
∑

i=1

|Ui|
s ∈ [0,∞] .

� �'�>����q � ��� � 	�� � � � � � ������� � � ����� � � � � � � � � 	�� ��n4n�������v�q��Fqs�z�>q�}£vxq

H
s(X) := lim

δ→0+
H

s

δ(X).

�9qsy � wz�|��n�n��>�2vxy�t~y�q�n�qC�F�>q � y���}>�s� � t~n�� � y�w � yF��q v9& q � w~vxq�y��>q��>}>��yFq���qs}E��t�}>qs�K�
���>}:t
�>�����sw~n�v9&bn�t �>����q�}>����wz}>q��>� � t~�>���Ewzy 2=¨|�>�L¦Q��vxt~n�qO��� � wzyFvxt~}>��t � qsy � w~vxq�y
���>���sqs�F��� ¦~t���q�}ªv�q � � ��q��£t~y�q�¥¤Eq ��wz�xt���}£vxq�}>�>��t~��w � q�y w~�z�zq�vFvxwN�«yxt�v�v¥t�n�q~�
pr� � wzyFv��ut~��w*	ª�>�L�E}�n�qs���Mt �¥¤>qg�s� � qsyF��q v�v�qg�E�L�¥¤>�ut~yF��yFq���q��zn���w ��n|n�qs�£t���q

qs�����Fv�qs}£vxqAvxy�t�n�tN�������>y�t�q#n�t��>����qs}E����w~}>q�>� � t~�>���Ewzy 2=�
� ���	� � ��
	��
�����������������������! 
"$# � X ⊂ Rn � 0 ≤ s < t < ∞ �

� #  " �
Hs(X) < ∞ % �'&�&)(+*!� Ht(X) = 0 �

� #�#  " �
Ht(X) > 0 % �'&�&)(+*,� Hs(X) = +∞ �

�9yxt~����v�q 	Q�Eqs�Fv�w � wz���F�ut~��wX}Ew~v¥t~yFq���wz��q�n�tX�2�+�������>y�tg�E� � t~�>�F�>wzy 2=¨%��}
�«�>} �
�s��w~}>q�>qsn � t~yxt���q vxy�wN��¨ � y�q���q�}ªvxt��E} � �>}£vxw��>�4�>�����sw~}ªv���}ª�>� v9& vxy�t�� ¦�t~n�w~y��4��q

∞
¨

� y�w � y���wNvxt~n�q�¦�t~n�wzy�q��wz�Fv���v��>���F�sqnutN�>����q�}>����wz}>q¢��qsyF��t�vxtE�
�



� ����� ���
����� � � 
 �©{)�K� 	�q �:}>������wz}Eq#� � �Q��� �
{�¤>�����ut~��w � � � ������� � � � � � � � � � � � 	 � �>� �>}���}>����qs��q X ⊂ Rn

��nQ}ª�>��qsyFw¢y�qst~n�q

dimH(X) = sup
0≤s<∞

{Hs(X) = ∞} = inf
0≤s<∞

{Hs(X) = 0}

�9qsy � w�vxqsy6�st~yxt�vFvxq�y�������t~yFqJ�~�«yxt�v�v¥t�n��~wQ�s��wzy�yFq �:t~y�q �>}#}ª�>w ¦zwrvx� � wr�>�z�E����qs}>�F��wz}>q
��n�n��>�Fv�yxt�vxt �>�'�Fqs�z�>� vxw>�
� ����� ���
����� � � 
 �©{)�K� 	�q �:}>������wz}Eq#� � �Q��� �
� �ut

X
�>}���}>����qs��q�n�������vxt�vxwC��}

Rn
�X�=q�y �>} }Q�E��q�y�wbt~yF�>��v�yxt~yF��w � wz��� vx��¦~w

ε
¨%����t

N(ε)
��nL}Q�E��q�y�w ����}>����wb�>�

ε
�+�F�«qsyFqX}Eqs�sq�����t~y���q � qsy�y�����w � yF��y�q

X
���=wz���¥¤ �

X
)

n�������vxt�vxwAt�¦Qy'&#�>}CyF���sw � y�����q�}ªv�w�:}>��v�w>� 	����s��t~��wA�¥¤>q���n@��q��z�>q�}ªv�q¢n������ vxq�¨~��q�qs�����Fv�q

lim
ε→0

log N(ε)

log(1/ε)

)#n�t�� � � ��� � � � � � ��	���� ������� �>� X qAnut��>q�}>w~v�qsy�q���w��sw~} dimF (X)
�

mon|�st � � vxwzn�wb���L�sw~}>�sn��>�>qO�swz} �>}>t yFqsnut��s��w~}>qC�¥¤>qgq�¦Q���Eqs}>���utb��n|n�qs�£t���qMv�yxtbn�q
¦~t�y���q�E����qs}>�F��wz}>� t~}:t~n�������t�v�q~¨En�tN��qs�~�>qs}£vxq��

dimT (X) ≤ dimH(X) ≤ dimF (X).

� 	ª�>q��Fv�w � �E}ªv�w>¨Qt~n�n�wzyxt � wz�F����t~��w�Eq��:}>��y�qr�>}�wz�z�zq v�v�w¢�«yxt�vFv¥t~n�q|�swz��qL�>}�wz�z�zq v�v�w
�¥¤>q � wz���F��q��>q)�E����qs}>�F��wz}>q �>� � t~�>�F�>wzy 2�}>w~} ��}£v�qsyxtrq ¤:t n�t �st~yxt�v�vxq�y����Fvx����tL�¥¤>q wz�z}>�
���:t � t~y2vxq )N��}b����}>�ut�v��>yxt���������n�q t~nPvx� v�vxwE¨'wz���F�ut )N�>}�wz�z�~q�v�v�wOt~�Ev�w��o�F������n�q��A�6t
y�qsn�t~�s��wz}>qA�:t�vxt��Fw � yxt ¨ � qsy !M�s�6�«wzyF}>���F�sq#�>}:t��Eq��:}>���s��wz}>qA¦~t�y��ut�}ªv�qA�>�9vxt~n��'w~�z�zq�vFvx�
�¥¤>q � wz���Fwz}>w � w~����q��>qsyFq �>����q�}>����wz}>q��>� � t~�>�F�>wzy 2���}£vxqsy�t ��tb}>wz} �swz��}>�s���>qs}£v�q
�swz} 	ª�>q�n�n�t�v�w � w~n�wz�z����t�w��«yxt�vFv¥t~n�q~� �=t~n��'�F��v��:t~�s��wz}>� � qsy !M��w~}>wMv¥t�n���qs}£vxqAyxt�y�q#�¥¤>q
��wz}>w��sw~}>�����>qsy�t�vxqA��t����'n������ vxq��

� qsnªvxqsyF�sw�st � ��v�wzn�w�t~�>�E�ut~��w�t�}:t~n����s�st�vxw �>}���w �Eqsn�n�wr�>�E�zq�wz��q�vxyF�utr� � qsyF�¬wzn����stE¨
	Q�Eqsn�n�w���}£vxyFw �>w�v�vxwN�>t��'wz�>t~�¥¤>q�¦Q�F�¥¤��~�
{�wz} �zq�wz��q vxyF�ut�� � qsyF�¬wzn����stM��� ��}£v�qs}>�>q��>}:tO�zq�wz��q vxyF�utC}>wz}Q�0�J�>�sn����>qstE¨6��} �s�>�

vx�EvFvx�ª�zn��ªt�������wz���£�>qsn�nutL�zqsw~��q vxy���tL�snut���������tr¦~t�n��zwz}Ewrv�yxt~}E}>q)��n�� ◦
� wz�2vx�>n�t�vxw>¨�t~}E�¥¤>q

�>q�vFvxw��>q�n�n�q � t~yxt~n�n�q�n�q~� �=t~n�q�t~���F��wz��tA�Fv¥t��>��n�������qr�¥¤>q � qsy)�>}M�:�F�xt�v�w � �>}£v�w�qs�2vxqsyF}>w
�



t~�X�E}:tNy�q�vFv¥t��:t�vxt�q������Fvxq������������	��
������y�q v�vxt � t~yxt~n�n�q�nut�t-	ª�>qsn�nutN�:t�vxtE�
��� q�y�����q�}ªvxt~n���qs}£v�qrvxt~n�q t 2¬qsyF�Mt��s��w~}>qr}>wz} � w~v�y'&A�Mt~�:q����Fqsy�q��>����wz�Fv�yxt�vxtE¨ � wz���¥¤ �
� q�y 	ª�:t~}£vxwb�zy�t~}>�>� � yFqs}>�>��t~��w n�q�y�q v�vxqM}>wz}���t � y�q���wb��t~� t~n�n#" 
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|ab|
vxyxt��E�>q

� �>}£vx�
a
q

b
v¥t~n�q�¥¤>q �Fw �E�>���2� t 	ª�:t�v�vxyFw � y�w � y���q v9&E�

� t �
|ab| ≥ 0

q
|ab| = 0 ⇔ a = b

� � �
|ab| = |ba|

�«� �
|ac| ≤ |ab| + |bc|

� � �
∀a, b

q
∀α, β

}ª�>��q�y�� � wz�F��vx� ¦Q�
∃
�>}:t �st�vxq�}:t��>� � �E}ªv��

p1, p2, ..., pn

�¥¤>q
�swz}E�z���>}E�zq

a
q

b
vxt~n�q�¥¤>q

p1 = a e pn = b

0 ≤ |p1p2| + |p2p3| + ... + |pn−1pn| − |ab| ≤ α

|pipi+1| < β per i = 1, 2, ..., n − 1.
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qsn�q���q�}£vx� � yF��}>��� � t~n�� �¥¤Eq ¦�t~}>}Ew t��wz�Fv���vx�E��y�q|vxt~n�q���wQ�>qsn�n�w>�6mo} 	ª�>qs�2v¥t ��wz�Fv�y��>����wz}Eq
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z1

��}
�z�

z2 =
a + bz1

c + dz1

se bc − ad > 0

w���}
� �

z2 =
a + bz̄1

c + dz̄1

se bc − ad < 0

� q�y
a, b, c

q
d
}ª�>��qsy�� y�q�t�n��©�

�6qCv�yxt~�2�«wzy���t~����wz}>� �z�
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q
z2

�>qsn�nutO�zqswz��q�v�y���tOv�yxt~����v�q��E}:t
�>qsn�n�q�>�>q�«wzyF���>n�q~�

‖z1, z2‖ =

∣

∣

∣

∣

logA

z2 − a

z1 − a

∣

∣

∣

∣

se Re(z1) = Re(z2) = a,
� � �

w �.� �>yFq

‖z1, z2‖ =

∣

∣

∣

∣

logA

(

z2 − b

z2 − a
:

z1 − b

z1 − a

)
∣

∣

∣

∣

se Re(z1) 6= Re(z2),
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a
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b
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 �©{)�K� 	�q �:}>������wz}Eq � ��� ��� �
� �ut

z
�>}�}ª�>��qsy�wO��wz� � n�qs�F��w>� {�¤>��t~����t~��w ��	���� � ��	 � � �
� � � � � ��*,+�� � � � �E}:t

�«�>}>�s��wz}>qA�>q�n4vx� � w
T (z) =

az + b

cz + d��} ���>�ª�ª�swQq����s��qs}£vx�
a
¨
b
¨
c
q
d
��w~}>w�}ª�>��qsyF�Q��wz� � n�q������ªq ��}>w~n�vxyFq%¦�t~n�q �¥¤>q

ad−bc 6=

0
� �6t 	ª�:t�}ªv���v'&

ad − bc
)�>q�vFv¥t	- �/. ��* � #10 � 0 . � �>� T �

{�wz}E�����Eqsy���t~��wOvxt~n��Jv�yxt~�2�«wzy���t~�s��wz}>�%��wz��q��«�>}E�s��w~}>� �¥¤>q�t~�z������wz}>wg���>n�nutO�F�«qsy�t
�>� p ��qs��t~}>}4¨ wz���F�ut����>�J��wz� � n�q������Jq��Fv�qs��� ¨

Ĉ = C ∪ {∞}
���9t���wzn�n�qs�s��wz}>q��E�Pv¥t~n��

qsn�q���q�}£vx�P�«wzyF�Mt��>}��zy�� �.� w,� {)�K� �JyFw � w~��������wz}Eq � �8�E� �� ¨4�¥¤>qN��}>�>���¥¤>�ut~��wM��wz}
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¨
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2 × 2tX�swQq�������qs}£v��)��wz� � n�qs�F��� �C���>�E�ut~��wX}Ew~v¥t�v�w t�}>�¥¤>qC�¥¤>q�}>qsn ��w�v�vxwQ��t���w

SL(2, R)qs���Fq � y�qs�Fqsy2¦~t�}>wXn�tCy�q v�v¥t��>q��%y�qst~n��=q���nP�Fqs��� � ��t~}>wC�F� � qsy���wzy�q�¨'�¥¤>q����>n�nutC�2�«qsyxt��>�
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- # 6/.�� 0G8 �H. *!� - E �I5 EG0 . # z, w
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|cz + d| · |cw + d|
.
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 ��. *!�?6 � (+*�
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6�� P, Q, R ∈ Ĉ
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g(z) = z
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cz+d
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(

a b

c d

)

,
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Tr(A)
q ��	�� ��� ��� � � � � � ��	���� � ��	 � � �
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Tr(T ) = Tr(A)

det(A)1/2
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Tr2(T )
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Tr2(T ) /∈ [0; 4]� ���
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	 ������� �?� � T (z) = kz
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k ∈ R
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