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L’obiettivo della tesi e stato dimostrare il TLC locale per un modello di cam-
mino aleatorio in un mezzo aleatorio fluttuante.

Inizialmente e stata studiata la validita del TLC quasi ovunque per un mo-
dello di passeggiata aleatoria in un mezzo aleatorio fluttuante.
Successivamente, attraverso la dimostrazione di alcuni lemmi, e stato pos-
sibile ottenere delle stime che sono state utilizzate nella dimostrazione del
TLC locale.

La suddivisione dei capitoli spiega il percorso seguito nell’ acquisizione degli
elementi necessari alla dimostrazione del teorema.

Nel primo capitolo viene descritto il modello di una passeggiata aleatoria su
un reticolo Z¥ con v > 1 in un mezzo aleatorio fluttuante.

Con X; € Z¥ viene indicata la posizione della passeggiata al tempo t, mentre
la configurazione del mezzo al tempo ¢ e:

& =1{4)2€Z}eQ=5"
dove S & un insieme finito. La configurazione del mezzo nel tempo e nello
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spazio e data da:

¢={&): (x,t) €2 e Q=57

Supponiamo che §; siano v.a. i.i.d distribuite secondo la misura di probabilita

. . +1 . .
7o definita su S e sia II; = W%U la corrispondente misura prodotto su §2.

Assumiamo che le probabilita di transizione del random walk per una fissata
scelta di € € (2 siano date da:

P(Xy=2|Xi 1 =2;8) = Po(z —x) + ec(z — ;61 (7)) (1)
dove:
i) Py(+) € una distribuzione di probabilita su Z”
i) e € (0,1)

iii) ¢(-;-) € una v.a. su Z” x S che tiene conto dellinterazione col mez-
70.

La (1) esprime il fatto che stiamo considerando un modello in cui I'intera-
zione del cammino col mezzo e locale, cioe le probabilita di transizione al
tempo ¢t dipendono solo dal valore del mezzo al tempo ¢ — 1 nella posizione
X;_1 occupata dal cammino aleatorio.

Supponiamo che la passeggiata aleatoria inizi al tempo ¢ = 0 in

Xo = 0. Questa ipotesi non e restrittiva per 'omogeneita di F.

Facciamo le seguenti ipotesi su ¢(- ;-):

1) > e clu;s) =0 VseS
2) > escluys)mo(s) =0 VueZr

L’ipotesi 1) € necessaria affinche (1) sia una misura di probabilita.
Dall’ipotesi 2) segue che

(P(Xy = 2| X1 = 236)) = Po(2 — o)

cioe P, ¢ la probabilita di transizione media.



Il cammino aleatorio con probabilita di transizione P, verra chiamato ”cam-
mino aleatorio medio”.
Osserviamo che 'ipotesi 2) non e restrittiva perche se fosse

Z c(u; s)mo(s) # 0

seS

potremmo riscrivere
P(X, = ulXy = 0;€) =
= Po(u) + e{c(u; 1)) + e(c(u; §-1) — (e(us §-1))) =

= }Njo(u) + e(e(u; §-1) — {(clu; &-1)))

riottenendo

(P(X, = u|Xo = 0;€)) = Py(u) .

Facciamo le ulteriori assunzioni:

A) Py(u) +ec(u;s) €[0,1) VseS

B) 3 D>1 te. Py(u)=c(u;s)=0 per |u/|>D e VselS

dove |u| =37, |us] 5 ciod Py(+) e ¢(- ;+) hanno range finito.

C) La funzione caratteristica

Po(r) = Z Py(w)el™ e T" =[—m,x]"

ueZY



soddisfa

po(T)| <1 V7eT” 7#0.

Osserviamo che questa condizione implica la completa irriducibilita del
cammino aleatorio medio.

D) In un intorno dell’origine , per 7 # 0, consideriamo

v

_ BN 1
log po(T) =i Z beTi — 5 Z CijTiTj + -~
k=1

ij=1

dove ¢;; ¢ una forma quadratica strettamente positiva.

E) Posto Supp Po:={u : Py(u) > 0} assumiamo che

Supp ¢(-;8) :={u € Z” :c(u;s) #0y CSupp Py, Vse€S

Le condizioni C) e D) assicurano la validita del TLC per Fj.

L’ipotesi E) ¢ di carattere tecnico e semplifica le dimostrazioni.

Sempre nello stesso capitolo e nell’ambito dello stesso modello, sono stati
enunciati e brevemente dimostrati dei teoremi che, per una fissata configu-
razione del mezzo, stabiliscono la validita del TLC quasi ovunque in dimen-
sionev>2,v>3ev >5.

Questa differenziazione riguardo alla dimensione del reticolo e stata effettua-
ta in quanto si ottengono dei risultati leggermente differenti; infatti:

per v > 2 il TLC vale quasi ovunque come se il mezzo non ci fosse in quanto
media e matrice di covarianza del random walk in mezzo aleatorio sono le
stesse del random walk libero. Per v > 3 nell’ambito del nostro modello
compaiono delle correzioni aleatorie alla media di X; alle quali corrisponde
una correzione aleatoria al TLC dell’ordine di %, Per v > 5 invece com-
paiono delle correzioni aleatorie alla matrice di covarianza di X; alle quali
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corrisponde una correzione aleatoria al TLC dell’ordine di %
Enunciamo ora questi teoremi di cui e accennata la dimostrazione nel primo
capitolo della tesi e la cui dimostrazione completa si puo trovare in [2].

Teorema 0.1 Sia & € Q, uéT misura definita su RY dal funzionale lineare in
CO

) = 3 PO = %= 0.9 (“;;T) fec .

Allora per v 2 2, see e suﬁiczentemente pzccolo POSSLAMO tmvare un
insieme ' C ) tale che HO(Q) 1 eperé e Q' si ha che MT converge
debolmente per T' — oo alla misura gaussiana p data dall’espressione:

dove

C i,
— —3 (u)
Zaiju U;
i,j=1
C = deta

con a = {a;;} inversa della matrice ¢ = {c;;} che é la matrice di covarianza

del random walk libero (c;j =Y (u; — b;)(u; —bj)Po(u) 4,5 =1,...,v).

Ora passiamo alle correzioni al TLC per v > 3:



Teorema 0.2 Per v > 3, definito

Or(f1€) == VT (u5(f) — u(f)) con feC?

si ha che per e sufficientemente piccolo , per n > 1 fissato e per ogni f € C?
Or(f|€) converge in L*(Iy) al funzionale limite ®(f|€) .

v

Inoltre se n (5 — 1) > 1 esiste un insieme Q C Q di Ily—misura 1 tale che,

per ogni £ € Q  Op(f[€) converge a ®(f|€) , per ogni f € C? .
Per quanto riguarda le correzioni al TLC nel caso v > 5 si ha:

Teorema 0.3 Per v > 5, definito

1
- —9
VT
si ha che per e sufficientemente piccolo , per n > 1 fissato e per ogni f € C?
Ur(f|€) converge in L*"(I1y) al funzionale limite W(f|€) .
Inoltre per n (g - 2) > 1 esiste un insieme Q C Q di [Ig—misura 1 tale che,

per ogni & € Q Ur(f|€) converge a W(f|€) , per ogni f € C3 .

Ur(fl€) = T (5 (f) — p(f) (f1€)) con fecC®

Il secondo capitolo e dedicato a complesse dimostrazioni di lemmi che hanno
consentito di ottenere delle stime essenziali per provare la validita del TLC
locale che qui viene enunciato e alla cui dimostrazione ¢ dedicato tutto il
terzo capitolo.

Prima di enunciare tale teorema, si premette la seguente definizione:

Definizione 0.4 Definiamo il campo a ritroso a partire dal punto (T,y)
nel sequente modo:

NIV (t,x) =T —t,y—x) t€Z, v€ZL".

Il campo a ritroso n™Y) ha la stessa distribuzione di & dal momento che si ¢
assunto che le variabili {£y(z")} siano i.i.d..



Enunciamo ora il TLC Locale:

Teorema 0.5 Per ogni v > 1, se ¢ e sufficientemente piccolo, esiste un
funzionale Z del campo a ritroso n tale che, scelte le costanti K > 0 e
g € (0, %), per tutte le successioni yr = y che soddisfano la disuguaglian-

za ly — bT| < KT= si ha che:

PT(?J|§) 7Ty
B 2=

per T — oo in La(Ilp).

Z (n)=1+ eM (n), dove 1" espressione esplicita di M (n) viene data nel corso
della dimostrazione del teorema.

L’ importante e che Z & un funzionale del campo a ritroso solamente, cioe non
dipende esplicitamente anche da T" e da y, almeno al primo ordine asintotico.
PL(y|€) ¢ la probabilita condizionata del random walk in mezzo aleatorio,
per andare da (0,0) a (T,y), Bl (y) ¢ la probabilita del random walk libero
di andare da (0,0) a (7, y).

Per dimostrare questo teorema, denotiamo con x™) una fissata traiettoria
del cammino aleatorio nell'intervallo di tempo [0, T7:

XD = {(t,X,):t=0,1,...,T} .
La probabilita della traiettoria (), per una fissata configurazione ¢ € Q, e

T-1

P(xMle) = H Po( X — Xi) +

v Y H Xep —ai6(@0) [ Po(Xe = X0)

Bcx(™ (r,x)eB 7:(1,X+)¢B

dove B varia su tutti i possibili sottoinsiemi di Z**! del tipo
{(r,X;):7=0,...,7 — 1} .Poniamo

B = {(TO7x0)7 CIRI) (Tn—hxn—l)}
dove n :=|B| ¢ la cardinalita di B e 7,41 > 7.
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Sia
|B|—1

ol | A T I T SN GOy
=1
con

ht(u;s) = Zc(z; S)Prtu—z) t>1

z

dove per definizione PJ(u) := dg,, e quindi h'(u; s) = c(u; s) .
Poniamo inoltre

M(tale) = Y PP (w) Mp(S) .

B:ixp_1=z,Tn—1=t

Si ha allora che

PT(le) = FE) + 30 3 Mt xle) S eus &) PI (g — 7 — w)
e dunque
RY(yl) = (ylé’) Py (y) =
Z Z M(t, z|€) Z clu; & () PT "y — 2 — ).

Poniamo Ty := [T7],7 € (0, 3) e dividiamo R’ (y|¢) in tre parti:

R (yl€) = R (W1€) + Riy (wl€) + Ris) (yl€)

dove

oWlo) : Z > M(t,xl8) Z c(us & (@) Py Ty — 2 —u)

t=0 xezZv

Ry (yl§) = Z > Mt ) Z c(u; (@) Py "y —x —u)

t=T—-To+1 x€Z¥



e il termine Ry (y|¢) & definito come:
Riz(l€) = Ris.1)(Wl€) + R0 (y€)

dove

Ryl =Y Y Mtz Z c(u; &) Py y — 2 — )

B:B(B)NAr=0 z€Z¥
R%;’Q) (Wl§) = Z Z M(t, x[§) Z c(u; & (@) Py Ny — 2 — )
B:B(B)NAT#D z€ZY

e
AT = [T(),T—To]
B = {(10,%0),..., (Ts—1,¥p-1)} con n =B

B(B) :={70,...,Tn-1} -

La dimostrazione del teorema si articola quindi in tre parti a cui corrispon-
dono tre lemmi che qui vengono enunciati e la cui dimostrazione e contenuta
nel terzo capitolo della tesi.

Lemma 0.6 Vv > 1, scelte le costanti K >0 e 3 € (0, %), per tutte le suc-

cessioni yr =y tali che |y — bT'| < KT+ , se € ¢ sufficientemente piccolo,
st ha che

R(T1)(y|f> _
Py (y)

per T — oo in Ly(Ilp) .



Lemma 0.7 Vv > 1, scelte le costanti K > 0 e 5 € (0, %), per tutte le suc-
cessioni yr =y tali che |y — bT| < KT3t8 , se € ¢ sufficientemente piccolo,
esiste un funzionale M del campo a ritroso n tale che

R@) (l€)

@S g (n(Ty)
POT(y) eM (7] ) —0

per T — oo in Ly(Ilp).

Lemma 0.8 Vv > 1, scelte le costanti K > 0 e 5 € (0, %), per tutte le suc-
cessioni yr =y tali che |y — bT'| < KT3t8 , se € ¢ sufficientemente piccolo,
si ha che

R@)(ylf)

7_)0

Py (y)
per T — oo in La(Ilp).

Si perviene cost alla prova della validita del TLC locale per un modello di
cammino aleatorio in un mezzo aleatorio fluttuante.
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