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�U�:���«� ���F� �������:�����F����������� � ��� ��� ªF� �U� ����!��"� �$#
%_�;�«�:����� �;�F� ��� �&� �����F�������«� � �&���'�"���F�&� �&(  ���P�U�����F�&�F�'� � ���)�«�+*$�K����� �'�F�«��ªF�������
���`�«�:�)�����F� �F�2���"���������-,=���.!�� �F�:���/�)�B��0:��� � �«�����"�21��F���:�����U���«���W�43��5� 76 �:���:�w�U�2�
�«�"�����+8��:�����:9;�«�������U� �$!����F��� ���=< ���?>A@CBED DAFHG�FI> JEKML�@"N D DAFPO:Q���� �"R�8D��� �F��S=���«�«���«� � ���«�+8�� §
��� � �«�����  �W�F���U�T���D�F�:�����|�F���K���"�:�����$#_�R�����D�F�:�������F���K���"�:�����U�  �  ���«���"��!�!�� �|���
�U�:���«� ���F� �����V� �����F�������«� � ��WU(  �:�����p�F�:��� ��������� XF���B���F��Y  �«���7![ZA# �' ���P�U�?�"� ��� X$W�\
�  � �F�����������:�F�F� �^]  �F�"� �_���D�F�:�������F�H�K���"�:�����������"���«�:�w�U��\ ���)�«�`�F�«���«�:�w�U�  �a8���� §
� ��!�!����p�:�F��������9  �b�B���)�«�l� ������� � �U���«���F�c�K���"�:�����p�F�  �B� ¢ �$YdW ���"� �«�«�+8������:�w�U�
�:������� �w� ������\w����(  ��� �«�U�  R����)�«�:�������"�  � ���«�S�B�  �B��������� X¦���B�M8��:�U�|���  ���U����� �
�:���P� ���w�U��#
�R�e���D�F� �������F�:��� � ¢ �$Yf�F�������:�w� �g�"� ��R  �h!��«�48������$� ���28�� �F��� � �«��9UW���� �U���W�L�U�"�:� §
��� � �«�l���¦�:����!w���w�U���i� �:�P� ���w�U� �F���&� �:�)���j�«�U���F�j��� ��ªF�������«�p���/�F�����F�«��� �k�`�����U��� §
���U�+� XF���F�:�����'� � ���)�«���F��� ���?�¦�����)�«� � �7#
l �����F�����&� �:�l�48m8D� �����&�`� �����b�¦�«��ªF���������U�+�K� �:] ���7S ���)�W�L�U�"�:�n, �U� ���«�+�K�21V�:���w�«�����"� §
�U���F�:�'�«�F���w�U�:�����)�U���F�¦�«�«�48����«�2�F�:�����2�F��*B�¦�"0:�����F�¦�����«�:�«�F���U�C8��po[�¦�:�����p� � ���)�«�¦�¦�7�:���?� §
�����)�«� � �7#;q5��� ���)�«��ª¦�����x���7�F�«�r��� ���5�������
�����  0:�����F�2�¦�s(  �����U�M�F�«��ª¦��������8.���:�F�jS ���«�¦���U�
�B���������U� ���«���l�F�:��� �l�F�+�������U�«��0:�����F��\t� XF�VW�(  �:��� �i�B�����U���¦�:�����l����!��"�K�?�W���«�������U�+�K�
���u�  ����!�!��j�«�«���¦�����  �F���V�«���F�������F�+�����P�U�«��0:�����F�:#
%}����� ��� �?� XF�v�:����� �������F�«�A*����«���U�}���`(  ����� �p�U���«��W��F���F���)�:���+8�� �«��\�S=��� �:�F�¦�W�«�CS �:��� §
��� � �«�������:] �����«�"�:�������F�   ���F���¨�'w������¦� �MxzyE{^\D�����«�+���«����� ����!��"� � ¡ %�%|\.�¦� �«�«�/@CB�@"J�}�F:>�B
@~FP�tN�B�� N[NA@"NAK/NA��O:B��kNA#��R� � �������«�+���U���W�gW��"���)�«��ªF����� �U���7�F�«���«�:�w�U���«���  ���U���?�������p���
S  �$0:�����F���:���"� ��� ��ª¦�������B�  �F� ¢ �7Y �����«�����"�p�:�������:�w� ���«��#
�¨�  �����$!��«� �F��� �w�U�u�F�����$� �"�B�������¦���:�����«���«�_����� ��� ���?�¦�«�:�7�«�����F���F�:���:] �����«�"�:�����������F�$9

•
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λ
§ �K���"�:�����[,��"� �7� � �«� � ��0 �����F�,�U�«�Y�U�:���«� � �F�:��� �Y�¦�"�������«�U��0 �����F�,�����7S ���������«� §

�K�21�\$� �:���  ����ªFª¦� ������S=�����U� ���+S �:���"���:�w�U�Y��������ªF��� �F�t�����+8D���¦��x ¥4� {z����������ªF�«�
�F�c�|���U���«�u\sY3���D�������v%}��S ���w�vx ¥�¥ {^#

�=�E���m�^���A�E���:�p�z���A�����|�4�m���A�)�=���z�E�I���r�r�E�^�z�����^���^�z�A�)�^�)���p U�E�
¡����¢��£|�=���e������¤C�������z�A���I�:�¢¤¥���:�¢�������:���A�2���������z�¢���4�)�¢�¦�� U���
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•
� ������!��"�:�������¦�K�����|� ���F���.��S § �F�j�T, � �:�
�K���¦���«�U� �����U� �����«�  ���«� ¡ %�%c1A\�� �:� �  �
��ªFªF�������5S=���«�«� ���+S � �«�"���:�w�«�&�����^] �+�?� �����U���w�U�W�����«�"�:����� �F���|���«���«� x ¥G£ {^\7����� �
�U���«���F�z�¦���«�«���U���«� �F�uY_���P�U���«� �F��©����"� �[x � {���������� �«���«���F�z� �  �«�:� �F�}�¨� �  �F� �
�7���)�K��!��������¦�ex £ {^#

l ���"�����F�����"�«���w�U���«��(  �����U�����F�B���"!  ���«�B���w�«�F� �'� ���?�¦�����)�«� � ���F� ���K���+�:������,=�A���j�«�  ���U�
�"� �h�������"�����  0 �����¦� �F�  �T�F�«��ª¦�������21 Wx�F���:���)�U�������5�F�"�P�U���7!  �:���|�:�+R�� XF�jWH�K���+�:������ªF�����
�B��� �"RV� XF���F��� ����W�#
� (  ���P�U� �:] ��!�!��j�«�U�S�F�����  �F���|�¦�:�����S�U� ���«�����F�:��� � >�B�@"> JE@CB���FP@~FPO:Q�#;Y_�U���F�"0 �����B���"���:�w�U�
8.�������F�p�U��� ���$�F�«�r��� ���F�+8��:�)�«�}��(  ���P� �?(  �����«�����F��9
¥ #����v�F�«�+���nW;�F���U�+�"� ���������������«�"�:�E�&���YªB���«� �  ��� �E�F��0 �����F�`�F���	�r��
�F:JE�tN

��F:> JE� DAF�EB�#

£ #����H�«���:���¦�F�5�F���.�:���$�:��� �U�&,=�������)�«�5���2�¦��*B�F�+��� �  �B� �F��0:�����F���F�H�B���)�«� � ��� §
��� �w� �����7�F�r�K���+�:�����m1����¦�F�A8����MY  �����$!����s(  �����¨�¦��*B�2<  �B�M������� X¦���B�������U�«��� §
� �7\m� XF� !����$�"� �����"�����F�B�F��*F�F�����,�^] ���$�«�������7�F� �������	�r��
�F:JE��F����r��FP�r}���>�B�@"> JE@CB���FP@~FP#

¬ #����x�U�:�)0:�n, ��� �«�:�����k� ���j�F���"��� �B�  � �  �w�«� �¦�I8D�"�P� �5�:�����F������!��+�:�m1 �pX  ��� X
�F��*F�2<[���

λ
§ �:���"� �������|�����F��0:�����F�|�F���	�r��
�F:JE�tN

λ
��GrN��H��F���FP@"NA#

%}�5�U�«�S�F��0:�����F� �F���=S  �$0 �����F���K���+�:������ªF�������7�F�:���+8����w�U�"�B��(  ���P�U���«�«�'���D�F�:�����c,=���"� ��� §
�«�+8��7\ Y  �«���$! § �:���"� ��� ��ªF������\

λ
§ �¦��*B�F��ªF�����41��:�����$�:���F���F���'�"� ���U���w�U� W5�:���  �F����� � �«�

����� � �«�U��� �`�:] ����� ������0:�����F�g�«��!  � � �«�n,=�F��� �.� ���5�¦����� �F���R�U���«�,�F�|�pX  �)� X���1�9 �(���
S  �$0:�����F�2���w�  � �U�C8������ � �«�?�:���"� ��� ��ªF�����|�«���F� �  �«�«�l�[�«�����l���?S  �$0 �����¦�¨�«�+�:���)�«�C8��h, �
Y  �����$! § �K���"�:��� ��ªF�����^\w�

λ
§ �¦��*B�F��ªF�����P1!� #

  ��� �&�48��:���P� ��ª¦����� �U��� �`�K���+�:������ªF�������k�W�F�  �&�F�«��ªF�����W�_�:�p���I� ���F�W� � �¦���W���F�B�79
(  ���|W����c�:���P�U���F� ���"�����  0 �����¦�Y�F�  � �¦�«��ªF�������W��� �«�:�)�����F�3�F�3�«�"��������� �F�e�:���"� �����
, ���F��0:�����p�U���?� �m1  �U�����"0�0K���«�#"`%}� �U� ���«��� �F�:��� ��� ���?�¦�����)�«� � ���:���������+*��:���u�F�«��ªF�������
����ªB����� �������S�«�"�����������F�u�K���"�:�������F���:���)�U������� ���«�"�����+8��:�����:#
� �:�;S=���«��(  ����� ���F�+���U���$0:�����F� �����«�iS=�l�«�+S � �«�+��� � �«�����;���D�F�:�������F�:��� �/������� X¦���B�l�F�
Y  �����$! �����:] ���w�U� �«�F���¦�:��(  �����
8��:�$!����F� �F��*B�¦���U�������«��!  �:�w�U���:���������F�F��� ���?�¦�����)�«� � �79
¥ #
P =

⋃

k T ime(n
k)

, �«�+���u#
fP =

⋃

k fT ime(n
k)

1�\ � XF���U���$�¦�«�����:�w� � �:] ��� §
�«�������¨�F� �¦�����$!  ��!�!����F���:�+�«��, �«�+���u#h�F�:�����HS  �$0:�����F�r�K���+�:�������U��1z�B�  �B���W����� XF� §
�B�p�F�uY  �«���$!p�����U���?� �V�"�������F������������#

£



£ #
EXP =

⋃

k T ime(2
nk

)
\ � X¦�W�U���$�F�«���«� � �U� �:] ���$�����������F� �2�����$!  ��!�!��3�F��� �"�«�

�B�  �B���W����� XF���B���F��Y  �«���7!������U����� ������� ���F� �$0:��������#
¬ #

Etime = {f : N
p −→ N

�U���U����� � ������� XF�
∃kf ∈ N

� � ����� � XF�
f ∈

fT ime(g(n))
�F�48��T!VW  �B���U�����«�|�F������� ���F� �$0:�������z�¦�}�����«��0�0:��*����«��� �

kf}
#

�¨�����v!��"� �F� ���U�W���u���.�F� �������F���K���+�:�������F�:��� � ¢ �$Yd�¦�«�����:�w� �����u!����������?8����w� ��!�!����
�F�7��8�� �«�����.�«�l�F�A*B�F� � �  �B� �¦��0:�����F�W�¦�p�B���)�«� �F�p�K���+�:����� �A8.���F�:�w�«�����:�w�U�g����� §
�K���F�+0�0:��ªF������# ¢ �&�F�������:�w� �E���$� XF� �^] ���$�:���m8��:�F���:�w�U� �¦��S �����F�����  �B�;�F����� �«�"0 �����¦�
�F�:�;�K���+�:�����?� �s� �W���"!��������U�p�B�  �5�  �w�U���¦�c8D�"�P� ���W���«�������U�+�:�$#   � �:���$�«��!  �:�70K�
W ���P�U����������� �w�U� �F� 6 �:�������F�+�������U�«���«�g�F�����F����� �k� �F��� ªF���B�������F�
(  �����«�&���.�F� � §
���$#   �|(  ���P�U�_XB�[����� �U�i�����"�:���«�a,=�V�«���"�«�p���$�:���«�21S� �W�«�:����� �l�F� �����i�:�����F����������� �
���"!����«�������+�K�7\D���+��� �F��*B�F�������  ���������:� �w�U�"�)�«�+���u��8D���  �$�F�:#
� ���:� ���K���F�?� �:�P� ���w�«���F�A*B�F�+0:�����F����� �U�:���B���«�+8��S�F�:�������:�����������F���:���?�F�����)�«���k�7#
q5�B�V�F�«�+�W�������  0:�����F�|�V(  �����U��(  �����«�����F�vW|�F�z�«�"� �p���������������U�+�:�$9
¥ #   �"�����P�U�«� �«������� XF��WT�"�����«��ªF�����|�F��*F�F����� ���)�«�����W���«�"�:����� �w�U�|� �V�:���������

Etime�:�������«��!  ��9
�������	��
�����	���������

Etime
Wp� �i�¦� �h�F�"���:�����i�:�����������¦�eS  �$0:�����F�e� ���w�U� �F�:�w�U��9

���
�F��������0:�����F�:\������:���P� ���w�«�:\ �:] ���F�F�+0:�����F��\��:] ����� ���F� �$0:��������� �/W
� XF�  �U� �«�"�)�"�j�«�«�
���������:���?� ���«�+0:�����F��� ����� �Y���"�:�����«�����F�|���"����� �L� �7#
�F�48���9
�������	��
�����	���������   ���«�

f1, · · · , fn : N
p −→ N

�
g : N

n −→ N
�F���������

� XF�
f

W2���«�«�:�  � ���F�
f1 · · · fn, g

� �:����������������
�����	��(  ���F�F�
f : N

p −→ N� ������� XF�
f(−→x ) = g(f1(

−→x ), · · · , fn(
−→x ))

�������	��
�����	������ ��H%}�US  �$0:�����F�
f : N

p+1 −→ N
W����«�«�:�  �U� �B�

g : N
p −→

N, h : N
p+2 −→ N, k : N

p+1 −→ N
�"� ���«�"� �����������¦�|���"�����U��� �U(  ���F�¦�$9

• f(−→x , 0) = g(−→x )

• f(−→x , y + 1) = h(−→x , y, f(−→x , y))

• f(−→x , y) ≤ k(−→x , y)

¬



� ��� ������� 
������ � ��� � �:�����|�F��*F�F�"0 �����F�t�F�«���:�:�¦�:�w�U�c�«��XB� −→x = (x1, · · · , xp)
#

£ #   ���������$\w���$� X¦�  ��ªF����8��7����� �:�F�F�|�¦�:�������:���U�����U� �«�"0�0K��0 �����¦�¨�F� ��� �
�:���������
fP�F�48  � ��� �2�:�������w�U���¦� § �¨�D���`,�x ¬ {P1�#

q5�B�v�«��� ���F�B�v�«���  0:�����F�
� ��������ªF������W
S ���«�F� � �|�B����� �S�«�:����� ���F�:��� �|�F�"�����P�U�U��0:�����F��#_�R�
(  �����U�?�F������� � ���U�C8��������:�������r�K�Y�����«�����:#
�R�F�"0 � �����|�'8�� �F�:����� ��������� ��� ��������ªF�����7�«���$�F�����«� �w� ����� � � ���)�«�B�F�7�:�����F����������� �����  �
�«�"�P�U���W������!��"� �$#
�,�+�B�����«� �����7�B���

λ
§ �K���+�:�������  �«�7\���� �«�«�D�F�����U���B�5�pX  ��� X �F��!��������F�F��] ¬�¤ #;%}� ���  �F���
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