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11 problema dell’irriducibilita dei polinomi in R[z], dove R ¢ un dominio a fat-
torizzazione unica, ha un’importanza notevole, dovuta al fatto che i polinomi
irriducibili hanno un ruolo fondamentale nell’insieme di tutti i polinomi: essi
hanno in R[z] lo stesso ruolo che hanno i numeri primi per Z. Pertanto per
determinare una fattorizzazione in “atomi” di un polinomio occorre disporre
di un metodo per stabilire se il polinomio € o non ¢ irriducibile. A tale scopo,
un semplice criterio € cio a cui si aspira.

Uno dei pit semplici criteri d’irriducibilita e stato dimostrato da Schone-
mann nel 1846 [7]:

“Sia p € Z un numero primo e f(x) € Z[x| un polinomio avente la forma
f(x) = @) + pM(x)

dove ®(x) € un polinomio irriducibile modulo p e M(x) é un polinomio rela-
tivamente primo con ®(x) modulo p, e deg(M(x)) < deg(f(x)). Allora f(x)
¢ irriducibile in Q[x].”

Il piu conosciuto criterio d’irriducibilita, pubblicato da Eisenstein nel
1850, ¢ un caso particolare del criterio di Schénemann. Infatti, se f(z) e
monico, il criterio di Eisenstein si ricava da quello di Schonemann ponendo:
O(x) =x,e =n=deg(f(x)) epM(x) = f(x)—2". Seil coefficiente direttore
ag di f(x) non & 1, allora moltiplicando per aj~' e sostituendo x con y = agx



si ottiene un polinomio monico g(y) € Z[y] la cui irriducibilita & equivalente
a quella di f(z).
Un’importante applicazione del Criterio di Schonemann-Eisenstein ¢ la
dimostrazione dell’irriducibilita del polinomio ciclotomico
P =1

Pp(e) = — ="+ rw ],

dove p € un primo.

Nel 1890, Koenisberger e Netto generalizzarono il teorema di Schone-
mann-Eisenstein. Poi nel 1905 Bauer e Perron [?] estesero il criterio di
Koenisberger. Tutti questi risultati verranno poi generalizzati nel 1906 da
Dumas [?], utilizzando i poligoni di Newton, nelle sue “investigazioni ge-
nerali”.

L’uso del concetto dei poligoni di Newton fu usato anche da Kurschak,
Rella e Ore [?] per ottenere alcuni criteri di irriducibilita, per lo pit per poli-
nomi a coefficienti interi. Nel 1938 MacLane [?] ottenne un teorema generale
che includeva tutti questi criteri come casi particolari, ma dimostrato senza
I'uso dei poligoni di Newton. Dalla pubblicazione dell’articolo di MacLane,
I’'uso dei poligoni di Newton scomparve quasi del tutto, eccetto che in pochi
libri specifici. Ritroviamo questo metodo nel 1995 nell’articolo di Mott [?];
egli usando tale metodo rielabora in chiave moderna la dimostrazione dei cri-
teri di Dumas, Ore e Perron e li applica per dimostrarne di nuovi. Questi suoi
risultati sono meno generali di quelli di MacLane, ma piu facili da applicare
in certe situazioni.

Il lavoro di Mott e finalizzato allo studio di polinomi che abbiano il
poligono di Newton con due segmenti (per le definizioni v. pag 15-16).
Vengono considerati due casi: quello in cui i due segmenti hanno rispetti-
vamente larghezza 1 e n — 1 e quello in cui i due segmenti hanno rispettiva-
mente larghezza 2 e n — 2. Per polinomi con questa proprieta, utilizzando
le congruenze modulo un primo p, vengono dimostrati alcuni nuovi criteri
d’irriducibilita ad esempio:

“Sian > 2 e f(r) € Z[z] un polinomio che ridotto modulo 3 assume la
sequente forma:

flx)y=a"+2*>+2.

Allora, il polinomio f(x) non ha radici modulo 3 e, se n = 3,7 (mod 8), f(x)
non possiede fattori quadratici. Se in pit il poligono di Newton N,(f(x)) ha
un segmento di larghezza 2 ed uno di larghezza n—2, allora f(x) é irriducibile

in Q[x].”
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Dopo aver studiato e analizzato il lavoro svolto da Mott, usando delle
tecniche di dimostrazione analoghe alle sue, siamo riusciti a dimostrare al-
cuni criteri di irriducibilita non troppo generali, ma di facile applicazione in
determinate situazioni; abbiamo cioe sviluppato il caso in cui i due segmenti
hanno larghezza rispettivamente 3 e n — 3, giungendo a dimostrare teoremi
analoghi al caso “n — 2”7 studiato da Mott.

Nel Capitolo 0 richiameremo, senza dimostrarli, alcuni risultati sui poli-
nomi, Paragrafo 1, e sulle valutazioni, Paragrafo 2, che verranno utilizzati
nei capitoli successivi.

Nel Capitolo 1 dopo aver introdotto il concetto di poligono di Newton,
daremo una serie di risultati dovuti a Dumas, che servono a caratterizzare
alcune proprieta dei poligoni di Newton rispetto ai polinomi attraverso cui
vengono definiti.

Di notevole importanza, in quanto viene applicato spesso in quasi tutti i
criteri successivi, sara il Corollario 1.3 (la numerazione si riferisce alla tesi di
laurea):

“Se f(x) ¢ irriducibile in K[z], allora N,(f(z)) consiste di un solo spigolo
la cut larghezza ¢ uguale al grado del polinomio f(z). Consequentemente, se
f(z) é monico irriducibile in K[x] allora, per ognii, 0 < i< n :

e in particolare

v(a;) = min{v(ag),v(a,)} = min{0,v(a,) —v(ag)} .”

Osserveremo che la prima affermazione del risultato precedente non si
inverte, e negli Esempi 1.8 e 1.9 (la numerazione si riferisce alla tesi di laurea)
mostreremo che e possibile avere anche polinomi riducibili o irriducibili con
poligoni di Newton composti di un solo spigolo ma piu di un segmento. Si
puo avere l'inverso solo se si aggiunge un’ipotesi, come si vede dal seguente
risultato:

“Se N,(f(z)) consiste di un solo segmento, allora f(x) ¢ irriducibile K [x]
e conseguentemente in K[x].”

Di cui si puo dare un esempio:
“ Consideriamo il sequente polinomio:

f(z) =2° 4+ 92* + 323 + 182% + 272 + 3 .
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Si vede subito che f(x) é irriducibile in Q[z]| (basta utilizzare il criterio di
Eisenstein), quello che vogliamo vedere & se ¢ irriducibile in Q[z]. Andiamo
allora a studiare il suo poligono di Newton, se sara composto da un solo
segmento, allora per il risultato precedente il polinomio sara irriducibile in
Qlz] e si avra (Corollario 1.3): v(a;) > ”(‘IT")Z Prendiamo come valutazione
quella 3 — adica, vs e disegnamo il poligono di Newton N, (f(x)).

vs(ag) = w3(l) = 0 = A(0,0)
v3(a1) = v3(9) = 2 = B(L,2)
v3(ar) = (3 =1 = C(2,1)
v3az) = wv3(18) = 2 = D(3,2)
U3(CL4) = ’U3(27> = 3 = E(4, 3)
U3(CL5) = ’U3(3> =1 = F(5, ].)
v
poop
¢ r
A
Figura A

Come si vede dalla Figura A, il poligono di Newton N,,(f(z)) ha un solo
spigolo che ¢ anche un segmento perche non passa per nessun altro punto
dello Z-Reticolo oltre ai suoi estremi. Inoltre si ha:

0= wv3(ag) = %M:O
2=u3(ay) = v3(a5¢ =1/5
1 =v3(az) > Ug(%ﬁ =2/5
2 =wv3(az) = ng(zﬁ =3/5
3=w3(ay) > Ug(ag)ﬁ =4/5
1:113(&5)2%:1

e in particolare:

v3(a;) = min(0,1) =0
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per ogni i =0,...,5.”

Seguira poi il Teorema di Dumas:

“Se f(z) = g(z)h(x) dove g(x) e h(z) sono polinomi non costanti € K z],
allora il poligono di Newton N,(f(x)) é composto di segmenti che hanno la
stessa larghezza e inclinazione dei segmenti di N,(g(z)) e N,(h(z)). Inol-

tre, il grado di ogni fattore di f(x) é la somma delle larghezze di alcuni dei
segmenti di N,(f(x)).”

Di cui possiamo vederne un’applicazione nel seguente esempio:
“Consideriamo il sequente polinomio riducibile:

f(z) = g(z)h(x) = (2* + 6z +4)(2° + 8z + 6) =
= 2' + 142° + 582% + 68z + 24 € Q[z] .

Esaminiamo i poligoni di Newton N,,(f(x)), Ny, (g(x)) e N, (h(x)). Per
g(x) avremo:

’Ug(ao) = 112(1) =0 = A(O, 0)

Ug(al) = ’U2(6> =1 == B(l, ].)

Ug(ag) = ’U2(4> = 2 == C<2, 2)
per h(z):

Ug(ao) = ’UQ(].) =0 = A(O, 0)

Ug(al) = ’UQ(S) = 3 = D(]., 3)

’Ug(ag) = 112(6) = 1 = E(Q, 1)

Tracciamo quindi il grafico dei due poligoni di Newton:

e
& Q

Figura B



Lo spigolo AC, rappresentante il poligono Ny,(g(z)), ha larghezza 2 e incli-
nazione 1; lo spigolo AE, rappresentante il poligono N,,(h(x)), ha larghezza
2 e inclinazione 1/2. Andiamo ora a disegnare il poligono N,,(f(x)).

’UQ(&()) = 112(1) =0 = A(0,0)
Ug(&l) = 02(14) =1 = B(l,l)
’UQ(&Q) = 02(58) =1 = 0(2,1)
Ug(ag) = ’Ug(68) = 2 = D(3,2)
UQ(CL4) = ’UQ(24) = 3 = E(4,3)

E/

D/
?/ C!

A

Figura C

Come si vede dalle due figure, lo spigolo A'C" della Figura C corrisponde
allo spigolo AE della Figura B, mentre lo spigolo C'E’ della Figura C cor-
risponde allo spigolo AC della Figura B; infatti lo spigolo A’C" ha larghezza
2 e inclinazione 1/2, mentre lo spigolo C'E' ha larghezza 2 e inclinazione 1.
Osserviamo inoltre che i due fattori di f(x) sono entrambi di secondo grado,
cost come 1 due spigoli del poligono N,,(f(x)) hanno entrambi larghezza 2,
confermando il Teorema di Dumas.”

Successivamente daremo un’idea di come, in generale, si costruisce il
poligono di Newton di un polinomio riducibile prodotto di due o piti polinomi.

Nel Capitolo 2 ci occuperemo del caso in cui le valutazioni sono discrete,
determinando, in modo generale, come suddividere gli spigoli del poligono di
Newton in segmenti e, in particolare, quando un dato spigolo ¢ esso stesso
un segmento. Avremo ad esempio il seguento teorema:

“Supponiamo v(K*) =7 e che (r,v(a,)) < (s,v(as)) sia uno spigolo E
di Ny(f(x)) con altezza

h =v(as) —v(a,)
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e larghezza
w=s—r1

Sia d = MCD(h,w). Allora gli unici punti dello Z-reticolo che giacciono su
E sono v punti con la prima coordinata

S—7T

T, =1+k dove 0<k<d

Per cui, lo spigolo E puo essere suddiviso in d segmenti ciascuno di larghezza
(s —r)/d. In particolare, se d =1, allora non ci sono punti dello Z-reticolo
su E eccetto i suoi estremi, quindi E ¢é esso stesso un segmento di N,(f(x)).”

Vediamone un’applicazione:

“Esaminiamo il polinomio:
f(z) = 2° + 62° + 152" + 182° + 92% + 27 € Q]

e prendiamo come valutazione quella 3-adica, vs. 1l poligono di Newton
N, (f(x)) e determinato dai sequenti punti:

v3(ag) = wv3(l) = 0 = A(0,0)
v3(a;) = wv3(6) = 1 = B(L,1)
Ug(ag) = ’U3(15> = 1 = 0(2, ].)
Ug(ag) = ’U3(18> = 2 = D(v?), 2)
v3(ag) = v3(9) = 2 = FE(4,2)
v3(ag) = wv3(27) = 3 = F(6,3)

F

l.) E
B C
A
Figura D

Osserviamo che il poligono di Newton N, (f(z)) ha un solo spigolo formato
da 3 segmenti, ognuno di larghezza 2. Infatti lo spigolo AF ha altezza 3 e
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larghezza 6, quindi per il teorema precedente i segmenti di cui € composto
devono avere larghezza uguale a 2 = 6/3, inoltre saranno 3 = MCD(3,6).
Aggiungiamo che i punti dello Z-reticolo che dividono lo spigolo in segmenti
devono avere l’ascissa uguale a

6
a:k.:O—i—k:g dove 0< k<2,

infatti lo spigolo passa per i punti (2,1) e (4,2).

Il Capitolo 3 conterra i risultati pricipali di questa tesi: considereremo,
infatti, polinomi con il poligono di Newton con due soli segmenti. Dai risultati
dei capitoli precedenti seguira che se il polinomio fosse riducibile dovrebbe
avere due fattori, uno di grado uguale alla larghezza del primo segmento e
I’altro di grado uguale alla larghezza del secondo segmento. Quindi, se con
altri metodi, riusciremo ad escludere fattori di quel grado, allora potremo
concludere che il polinomio considerato e irriducibile. Suddivideremo quindi
il capitolo in tre paragrafi: nel primo considereremo il caso in cui il poligono
di Newton ha due segmenti, uno di larghezza 1 e 'altro di larghezza n — 1.
In questo caso il polinomio in questione o e irriducibile o ha due fattori, uno
lineare ed uno di grado n — 1. Abbiamo considerato in un primo momento
polinomi in R[x], dove R & un UF D, sviluppando il seguente teorema:

“Sia R un UF'D con campo dei quozienti K. Sian > 2 e
fx)=2a"+ax" '+ .. +a, € R[]

dove a, = pi* ... pSm - u dove ogni p; € un elemento primo di R eu € U(R).
Supponiamo MCD(ay, py, ...,pm) = 1 e che il poligono di Newton N,, (f(x))
consista di esattamente due segmenti, uno di larghezza 1 e l’altro di larghezza
n — 1. Supponiamo inoltre che per ogni p; con j > 2, vaj (f(x)) abbia un
segmento di larghezza 1. Se f(u') # 0 per ogni ' € U(R), allora f(z) ¢
irriducibile in Klx].”

Nel seguente esempio applicheremo il risultato precedente:

“ Sia R = Z[i], consideriamo in R|x] il sequente polinomio:

f(z) =" + (3 + 2i)2® — 345 + 152

Studiamone 1 coefficienti: ay = 3 + 2i, la sua norma ¢ 13, quindi e un
elemento primo di R; ay = —345+ 152i = (24 34)% - (5 + 24)?, la norma dei

suot fattori e rispettivamente 13 e 29, quindi sono entrambi elementi primai
di R. Se consideriamo la valutazione p-adica con p = 2+ 3i otteniamo:

vplag) = () =0 = A0,0)
vpla) = v,(3+2)) = 0 = B(1,0)
vplas) = v,(2+3) = 2 = (C4,2)
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Figura F

Quindi siamo nelle ipotesi del teorema precedente, dobbiamo verificare soltan-
to che f(u) # 0 per ogni uw € U(R). Ora U(R) = {£1, i} quindi andiamo
a calcolarci f(u) con u € {£1, £i}:

F(1) = =341 + 1540 £ 0

f(=1) = —347 + 150 # 0
Fi) = =342 4+ 152i £ 0
f(=i) = —346 + 155i £ 0 .

Pertanto f(z) é irriducibile in Q[i][z].

Considereremo in seguito polinomi in Z[z]. In questo ambito un modo
per escludere fattori lineari consiste nell’escluderli in Z,[z] per qualche primo
q. Questo metodo e usato, ad esempio, nel “VII Teorema di Perron” (la
numerazione si riferisce a quella dell’articolo originale [?]):

“ Suppontamon > 2 e

f(z) =2" + ajz™! +p[”6711]+1 _p£n€31]+1 - -pLETl]H - Q"
B . = R
+pit - pimru € Zxl
dove u € U(Z). Se
1=MCD(n—1,e;) = MCD(n—1,e3) =...= MCD(n —1,¢e,) =

= MCD(ay,p1...pm)

e se £1 non sono radici di f(x), allora f(x) é irriducibile in Q[x].”

Vediamo un esempio:
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“constderiamo il sequente polinomio:
f(z) = 2® 4+ 112° + 1052" + 3152 + 15752% + 4725z + 4725

osserviamo che:

ag=3>-5%-7
a; =11
n—1=5
105=3-5-7
315=23%.5.7
1575 =3%.5%.7

4725 =3%.5%. 7.
Inoltre:

MCD(11,3-5-7) =1
MCD(5,3) = MCD(5,2) = MCD(5,1) = 1 .
f(1)#0# f(-1)

Possiamo allora applicare il teorema precedente e affermare quindi che f(z)
¢ irriducibile in Q[x].”

Nel secondo paragrafo dell’ultimo capitolo considereremo poligoni di New-
ton con due segmenti, uno di larghezza 2 e un di larghezza n — 2. Si tratta
in questo caso di eliminare la possibilita di fattori quadratici. Questo caso e
stato studiato da Mott [?] nell’ambito dei polinomi a coefficienti interi, usan-
do la riduzione modulo un primo p. Riporteremo i suoi risultati, non generali
come quelli di MacLane, ma interessanti perche di facile applicazione in de-
terminati casi. Ad esempio menzioniamo il Teorema 3.2.5 (la numerazione si
riferisce alla tesi di laurea):

“ Supponiamo f(x) € Z[x] sia un polinomio che ridotto modulo 3 assume
la sequente forma:

flz)=a" +22* +2

dove n > 2 ¢ pari. Allora f(x) non possiede fattori quadratici. Se in piu
n # 4 el poligono di Newton N,(f(x)) ha un segmento di larghezza 2 ed uno
di larghezza n — 2, allora f(z) é irriducibile in Q[z].”

Verra applicato per ottenere il seguente esempio, il quale fornisce una
ampia classe di polinomi irriducibili:



“Sian>4e
flx) = a™ 4 2p"a” + 2p°*"

dove p ¢ un primo, k ed e sono numeri positivi tali che:

1) p=1(mod3)

2) (n—2)k > 2e

3) MCD(e,n—2)=
4) n é pari

Allora f(x) é irriducibile in Q[x].

La condizione su p implica che f(x) = 2™ + 22? + 2 (mod 3). Inoltre le con-
dizioni su k e su e implicano che N, (f(x)) possiede un segmento di larghezza
n—2 da (0,0) a (n —2,k) ed un segmento di larghezza 2 da (n — 2, k) a
(n,e + k). Essendo n pari possiamo applicare il Teorema 3.2.5 per il quale
f(z) risulta irriducibile.”

Nel terzo paragrafo proveremo ad affrontare il caso in cui il poligono di
Newton ha due segmenti, uno di larghezza 3 ed uno di larghezza n — 3. In
questo caso si tratta di eliminare la possibilita di fattori cubici. Svilupperemo
il caso nell’ambito dei polinomi a coefficienti interi usando le stesse tecniche
di dimostrazione usate da Mott. Arriveremo cosi a risultati analoghi al caso
precedente, che come quelli di Mott, non sono spinti verso la massima ge-
neralita, ma da un punto di vista pratico sono facili da applicare. Uno dei
teoremi che dimostreremo in questo ambito e ad esempio il seguente:

“ Supponiamo n > 3 e f(x) € Z[x] un polinomio che ridotto modulo 3
assume la forma:

fl@)y=a"+2°+2.

Sen = 6,8,10,16 (mod 26), allora f(x) non possiede fattori cubici. Se
inoltre N,(f(x)) possiede un segmento di larghezza 3 ed uno di larghezza
n —3, allora f(z) ¢ irriducibile in Q[x].”

Mettiamolo in pratica nel seguente esempio:

“Consideriamo il sequente polinomio:
f(x) = 2® 4+ 627 + 122° + 242" — 22° + 242 + 8 € Z[x] .
Osserviamo innanzi tutto che

f(x) = 2%+ 2% + 2 (mod 3)
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e che
n = 8 (mod 26) ,

quindi per il teorema precedente f(x) non possiede fattori cubici. Conside-
riamo ora la valutazione 2 — adica, vs, e disegnamo il poligono di Newton
N, (f(x)). I punti del diagramma di Newton sono:

Ug(ao) = 112(1) = 0 = A(O, O)
Ug(al) = ’U2(6) =1 = B(]., 1)
UQ(CLQ) = Ug(l2) = 2 = 0(2, 2)
vo(ag) = v9(24) = 3 = D(4,3)
/Ug(ag,) = 1)2(—2) =1 = E(5, 1)
ve(az) = v9(24) = 3 = F(7,3)
Ug(ag) = ’U2(8) = 3 = G(g, 3)
p kg
¢
.B E

Figura F

Dalla Figura F si vede subito che N,,(f(z)) ha due segmenti, uno di larghezza
5 e uno di larghezza 3, quindi per il teorema precedente f(x) e irriducibile in

Q[z].”
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