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1 IntroduzioneLe biforazioni subarmonihe sono state lungamente studiate in letteratura, e ormai sonoun argomento standard di molti testi lassii [3, 5℄.Una formulazione intuitiva del problema può essere la seguente. Immaginiamo il ilindro
C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1} nello spazio eulideo tridimensionale, e immaginiamo unpunto he si muova su C lungo la urva γ(t) = (cos(ω(A0)(t + t0)), sin(ω(A0)(t + t0)), A0) adaltezza A0 e tempo iniziale t0 �ssati. Supponiamo he la veloità angolare ambi in modomonotono al variare dell'altezza, e hiamiamo α0(t) = ω(A0)t l'angolo desritto da γ(t). Ilampo di veloità sul ilindro è ostante ad altezza �ssata, ossia è dato dal sistema





α̇0 = ω(A),

Ȧ = 0,
(1)rispetto all'angolo e all'altezza, e supponiamo he ω(A) sia analitia. Chiamiamo γ̃(t) =

(cos(ω(A0)(t + t0)), sin(ω(A0)(t + t0))), ovvero la proiezione di γ sul piano x, y, e onsideriamoil ilindro C̃ = {γ̃} × R.
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Figura 1: Traiettorie nel piano α, t al variare del dato iniziale.Immaginiamo quindi di tagliare C̃ ad altezza zero e T = T (A0) = 2π/ω(A0), e di inollarne1



gli estremi ottenendo un toro ome quello riportato in Figura 2. Quest'operazione è nota omequoziente topologio del ilindro C̃, e denoteremo il toro ottenuto, on {γ̃} × R/T (A0)Z.

Figura 2: Toro ottenuto quozientando l'asse temporale rispetto a T (A0)Z.Se invee onsideriamo il toro {γ̃}×R/2πZ, al variare di A0 alune urve si rihiudono e altreriempiono densamente il toro: più preisamente, le urve on ω(A0) = p/q ∈ Q, i.e. quelle henel piano α, t hanno oe�iente angolare razionale, nel toro {γ̃} × R/2πZ sono anora hiuse.Torniamo al ilindro C e onsideriamo una perturbazione nel ampo di veloità (1), sia nelladirezione angolare sia in quella vertiale, periodia di periodo 2π sia rispetto all'angolo herispetto al tempo. Sriviamo quindi




α̇ = ω(A) + εF (α,A, t + t0),

Ȧ = εG(α,A, t + t0),
(2)dove le funzioni F,G sono analitihe nei loro argomenti e 2π-periodihe in α e tChiaramente, senza ulteriori ipotesi sulla perturbazione, in generale le traiettorie orri-spondenti alle urve he riempivano densamente {γ̃} × R/2πZ nel sistema imperturbato, nonsopravvivono alla perturbazione, mentre alune1 delle altre persistono. Le traiettorie di periodo

T = 2πq/p he sopravvivono alla perturbazione sono dette soluzioni subarmonihe di ordine
q/p.Osserviamo he le tenihe usate onsentono di studiare anhe sistemi della forma





α̇ = ω(A) + εF (α,A, ε, t + t0),

Ȧ = εG(α,A, ε, t + t0),
(3)1La sopravvivenza di orbite periodihe su C dipende dal dato iniziale t0 selto.2



dove la perturbazione dipende analitiamente anhe da ε. Un simile problema emerge natu-ralmente nello studio di sistemi unidimensionali, dissipativi, periodiamente forzati. In questoaso si studia un'equazione a due parametri della forma
ẍ + g(x) + γẋ = εf(x, t), x ∈ R. (4)Quindi può essere interessante studiare la regione dello spazio dei parametri ε, γ in uipossono omparire soluzioni subarmonihe, e determinare le urve di biforazione he separanola regione di esistenza da quella di non-esistenza (si veda la Figura 3) di tali soluzioni.
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Figura 3: Insieme di esistenza (regione grigia) di soluzioni subarmonihe nel piano ε, γ.Poihé i aloli per il sistema (3) sono molto simili a quelli fatti per il sistema (2), restrin-geremo l'analisi solo a quest'ultimo aso per sempliità.Ci domandiamo, quindi: quali sono le ondizioni più generali possibili a�nhé sopravvivaalmeno una traiettoria periodia? E ome determinare tale traiettoria?Nel 1963 Melnikov [6℄ dimostrò he la sopravvivenza di orbite periodihe è legata agli zeri diuna funzione M(t0), oggi nota ome funzione subarmonia di Melnikov. In partiolare dimostròhe ad ogni zero semplie di M(t0) orrisponde una soluzione subarmonia: in questo aso ilproblema si ridue a un problema di funzione impliita. D'altra parte, in linea di prinipio puòaadere he la funzione di Melnikov sia identiamente nulla o abbia uno zero di ordine n > 1.Nel primo aso si possono risolvere le equazioni del moto �no al primo ordine in ε e la soluzio-ne - �no al prim'ordine - non dipende dalla selta di t0. De�nita un'opportuna generalizzazione3



M1(t0) della funzione di Melnikov, se anhe M1(t0) si annulla identiamente, si può svilupparela soluzione �no al seond'ordine e osì via. Se Mk(t0) ≡ 0, avremo una soluzione subarmoniaper ogni t0 piolo, mentre se ad un erto passo k si ha uno zero semplie, si può proederein modo molto simile al aso lassio per determinare soluzioni subarmonihe analitihe in ε.Gran parte della letteratura sulla teoria di Melnikov onsidera questo tipo di generalizzazione.Il aso in ui la funzione di Melnikov - o una sua generalizzazione a ordini alti - ha unozero (non semplie) di ordine �nito è più ompliato. Il problema può anora essere ridottoa un problema di funzione impliita, ma il fatto he gli zeri non sono semplii i impedise diappliare il teorema della funzione impliita. Si dovranno usare, pertanto, argomenti diversi,basati sul teorema di preparazione di Weierstrass [2, 3℄ e sulle serie di Puiseux [1, 2, 3, 7℄.La di�oltà prinipale di un approio ostruttivo sta nel fatto he la soluzione dell'equazio-ne impliita va erata per approssimazioni suessive: ad ogni passo d'iterazione è neessariorisolvere un nuova equazione impliita he, in linea di prinipio, potrebbe anora avere radiimultiple.Il problema delle soluzioni subarmonihe nel aso di zeri multipli per la funzione di Melnikovè onsiderato in [8℄, dove il seguente risultato è enuniato (senza darne una dimostrazione) persistemi di lasse Cr: se la funzione subarmonia di Melnikov ha uno zero di ordine dispari n ≤ r,esiste almeno una soluzione subarmonia. In partiolare, la soluzione viene trovata in terminidel parametro pertubativo e della fase iniziale, ma non viene disussa la relazione tra i dueparametri: ome vedremo, è proprio questa relazione he produe la perdita di analitiità nelparametro perturbativo. Inoltre in [8℄ non viene onsiderato il aso in ui lo zero ha ordine pari.In questo aso, ome vedremo, l'esistenza di soluzioni subarmonihe non può essere provata ingenerale, ma si ottiene sotto ipotesi aggiuntive.2 Desrizione del problema e risultati prinipaliConsideriamo il sistema (2). Supponiamo innanzitutto di �ssare il valore di A0 in modo talehe ω(A0) = p/q ∈ Q, e he inoltre valgaIpotesi 1. dω(A0)/dA = ω′(A0) 6= 0.De�niamo Ũ(t) = U(A(t)) = ω(A(t)) − ω(A0) − ω′(A0)(A(t) − A0) e4



Φ(t) = Φ(α(t), A(t), t + t0) = εF (α(t), A(t), t + t0) + Ũ(t),

Γ(t) = Γ(α(t), A(t), t + t0) = εG(α(t), A(t), t + t0).
(5)A�nhé esista una soluzione periodia di periodo T deve valere 〈Γ(·)〉 = 0 e

ω′(A0)A(0) + 〈Φ〉 + ω′(A0)〈G〉 = 0, G(t) =

∫ t

0
dτ (Γ(τ) − 〈Γ〉). (6)Considerato lo sviluppo di Fourier

α(t) = α0(t) + β(t), β(t) =
∑

ν∈Z

eiωνtβν ,

A(t) = A0(t) + B(t), B(t) =
∑

ν∈Z

eiωνtBν ,
(7)dove ω = 1/q, e usando β0 ome parametro di fase iniziale, il sistema di equazioni he dev'esseresoddisfatto dalla soluzione subarmonia erata è





βν =
Φν

iων
+ ω′(A0)

Γν

(iων)2
, ν 6= 0

Bν =
Γν

iων
, ν 6= 0

B0 = −
Φ0

ω′(A0)
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Γ0 = 0,

(8)
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1

s!
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(9)
Considerato uno sviluppo formale di Taylor nelle variabili ε e β0, ossia

α(t) = α(t; ε, β0) = α0(t) + β0 +
∑

k≥1
j≥0

εkβj
0

∑

ν∈Z

ν 6=0

eiωνtβ
(k,j)
ν

A(t) = A(t; ε, β0) = A0 +
∑

k≥1
j≥0

εkβj
0

∑

ν∈Z

eiωνtB
(k,j)
ν ,

(10)5



le prime tre equazioni in (8) si risrivono, a ogni ordine εkβj
0 ome





β
(k,j)
ν =

Φ
(k,j)
ν

iων
+ ω′(A0)

Γ
(k,j)
ν

(iων)2
, ν 6= 0

B
(k,j)
ν =

Γ
(k,j)
ν
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, ν 6= 0
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0
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(11)
dove
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β
(k1,j1)
ν1

· · · β
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νr

B
(kr+1,jr+1)
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· · ·B
(kr+s,jr+s)
νr+s

,
(12)

on un'espressione analoga per Φ
(k,j)
ν . Le (11) sono equazioni riorsive he i permettono dialolare la soluzione a ogni ordine. Inoltre si dimostra he le serie (10) sono onvergenti per εe β0 abbastanza pioli. Questo signi�a he in un intorno piolo dell'orbita imperturbata, sela perturbazione è piola, è possibile trovare una soluzione subarmonia. La quarta equazionein (8) è, in termini di ε e β0,

Γ0 = Γ0(ε, β0) = ε
∑

k≥0
j≥0

εkβj
0 Γ

(k+1,j)
0 = 0. (13)Trovare una funzione β0 = β0(ε) tale he Γ0(ε, β0(ε)) = 0 signi�a quindi segliere, in terminidella perturbazione, la fase iniziale della traiettoria periodia he sopravvive alla perturbazione.Cerheremo la soluzione impliita dell'equazione (13) mediante il osiddetto algoritmo diNewton-Puiseux [1, 2, 3, 7℄.Chiamiamo T = 2πq il periodo (nello spazio delle fasi esteso) della soluzione subarmoniahe stiamo erando, e de�niamo la funzione subarmonia di Melnikov ome

M(t0) =
1

T

∫ T

0
dt G(α0(t), A0, t + t0). (14)Integrando per parti abbiamo

j!Γ
(1,j)
0 =

〈
∂j

αG(α0(·), A0, · + t0)
〉

= (−ω(A0))
−j djM

dtj0
(t0). (15)per ogni j ≥ 0.Supponiamo he valga 6



Ipotesi 2. Esistono t0 ∈ [0, 2π) e n ∈ N tali he t0 è uno zero di ordine n per la funzionesubarmonia di Melnikov, ioè
dk

dtk0
M(t0) = 0 ∀ 0 ≤ k ≤ n − 1, D = D(t0) :=

dn

dtn0
M(t0) 6= 0. (16)Sotto tale ipotesi, la funzione F(ε, β0) tale he εF(ε, β0) = Γ(ε, β0) è analitia e β0-generaledi ordine n, i.e. ∂j

β0
F(0, 0) = 0 per ogni j = 0, . . . , n − 1, mentre ∂n

β0
F(0, 0) 6= 0.In questo aso possiamo ostruire il poligono di Newton [1, 2, 3℄ P assoiato agli ordini bassidi F . Se il poligono di Newton è ostituito da un solo punto (o, più in generale, se ∂k

εF(0, 0) = 0per ogni k ≥ 0) allora la funzione β0(ε) ≡ 0 è soluzione dell'equazione impliita (11). Altrimentipossiamo assoiare ad ogni segmento Pi del poligono di Newton, un polinomio quasi-omogeneo
Fi nelle variabili ε e β0. Inoltre possiamo assoiare ad Fi un polinomio Pi in una variabile c.Aggiungiamo per il momento la seguente ipotesi.Ipotesi 3. Esiste un segmento Pi in P assoiato al polinomio quasi-omogeneo Fi(ε, β0) talehe il polinomio Pi(c) abbia una radie semplie c∗ ∈ R.In [4℄ è onsiderato un aso partiolare, in ui il poligono di Newton è ostituito da unsolo segmento. In quel aso l'Ipotesi 3 si può risrivere in termini di una ostante he in [4℄ èhiamata a0: se a0 6= 0 l'Ipotesi 3 è veri�ata.Abbiamo quindi il seguente risultato.Teorema 2.1. Consideriamo una soluzione periodia on frequenza ω = p/q per il sistema (2)e assumiamo he le Ipotesi 1, 2 e 3 siano soddisfatte. Allora esiste ε0 > 0 tale he per |ε| < ε0 ilsistema (2) ammette almeno una soluzione subarmonia di ordine q/p. Tale soluzione si srivein termini di una serie di Puiseux onvergente in ε.Chiaramente l'Ipotesi 3 non è generale. Supponiamo quindi he tutti i polinomi Pi abbianoradii multiple. Se almeno uno di questi ha una radie reale non nulla, possiamo omunquerisolvere le equazioni del moto �no a un erto ordine (frazionario) e iterare il proesso di Newton-Puiseux sperando he al passo suessivo i sia almeno un polinomio on una radie semplie eosì via. Se a un erto passo d'iterazione non troviamo radii reali, il sistema (2) non ammettesoluzioni subarmonihe. Supponiamo quindi he a ogni passo dell'algoritmo i sia un polinomioon una radie reale. Possiamo indebolire l'Ipotesi 3 ome segue.Ipotesi 4. Esiste un i0 ≥ 0 tale he all'i0-esimo passo d'iterazione del proesso di Newton-Puisex, esiste un polinomio P (i0) = P (i0)(c) he ammette una radie semplie c∗ ∈ R.7



Il Teorema 2.1 ha dunque la seguente generalizzazione.Teorema 2.2. Consideriamo una soluzione periodia on frequenza ω = p/q per il sistema (2)e assumiamo he le Ipotesi 1, 2 e 4 siano soddisfatte. Allora esiste ε0 > 0 tale he per |ε| < ε0 ilsistema (2) ammette almeno una soluzione subarmonia di ordine q/p. Tale soluzione si srivein termini di una serie di Puiseux onvergente in ε.Osservazione 2.3. Per ostruire espliitamente la soluzione, e quindi dare una stima del raggiodi onvergenza della serie di Puiseux, l'Ipotesi 4 è neessaria. Infatti, in generale non è neanhepossibile stabilire a-priori l'esistenza della soluzione. Si può dimostrare, mediante argomentiastratti, he se esiste una soluzione formale in termini di una serie di Puiseux, allora taleserie onverge per ε abbastanza piolo, ma non siamo in grado dare una stima del raggio dionvergenza. Inoltre, se n è pari, non siamo neanhe in grado di dire a-priori se esiste unasoluzione formale, perhé in questo aso, in linea di prinipio, potrebbe non esistere una radiereale. Se invee n è dispari, l'esistenza della soluzione formale è garantita.In�ne, ome abbiamo detto, anhe l'Ipotesi 2 non è generale. Può aadere, infatti, he lafunzione di Melnikov sia identiamente nulla.In questo aso è possibile risolvere espliitamente le equazioni del moto �no al primo ordinein ε; al seond'ordine si presenterà una situazione analoga a quella studiata nel aso preedente.Infatti, dalla (15) sappiamo he la media di G è identiamente nulla al prim'ordine e quindipossiamo de�nire
M0(t0) = M(t0), M1(t0) = Γ

(2)
0 (0, t0). (17)Chiameremo M1(t0) funzione subarmonia di Melnikov al seond'ordine. Se M1(t0) ha unozero di ordine �nito, possiamo ripetere il ragionamento fatto nel aso preedente; altrimenti, pos-siamo risolvere le equazioni del moto �no al seond'ordine in ε, de�nire la funzione subarmoniadi Melnikov a terz'ordine M2(t0) e osì via.Indeboliamo quindi le Ipotesi 2 e 4 ome segue.Ipotesi 5. Esiste κ ≥ 0 tale he per ogni k′ = 0, . . . , κ − 1, Mk′(t0) si annulla identiamente,e esistono t0 ∈ [0, 2π) e n ∈ N tali he t0 è uno zero di ordine n per la funzione subarmonia diMelnikov al κ-esimo ordine, ovvero

dj

dtj0
Mκ(t0) = 0 ∀ 0 ≤ j ≤ n − 1, D = D(t0) :=

dn

dtn0
Mκ(t0) 6= 0. (18)Ipotesi 6. Esiste i0 ≥ 0 tale he all'i0-esimo passo d'iterazione del proesso di Newton-Puiseuxesiste un polinomio P (i0) = P (i0)(c) he abbia una radie semplie c∗ ∈ R.8



Possiamo quindi estendere il Teorema 2.2 ome segue.Teorema 2.4. Consideriamo una soluzione periodia on frequenza ω = p/q per il sistema (2)e assumiamo he le Ipotesi 1, 5 e 6 siano soddisfatte. Allora esiste ε0 > 0 tale he per |ε| < ε0 ilsistema (2) ammette almeno una soluzione subarmonia di ordine q/p. Tale soluzione si srivein termini di una serie di Puiseux onvergente in ε.Di nuovo, l'Ipotesi 6 è neessaria per ostruire espliitamente la soluzione a ogni ordine equindi dare una stima del raggio di onvergenza della serie di Puiseux. Valgono omunque lestesse onsiderazioni fatte nell'Osservazione 2.3.3 Cenni di dimostrazioneLe dimostrazioni dei Teoremi 2.1, 2.2 e 2.4 seguono uno shema molto simile: qui daremodei enni di dimostrazione del Teorema 2.1.Sia P (c) il polinomio Pi(c) nell'Ipotesi 3, sia c∗ ∈ R la sua radie semplie non nulla e sia
C := dP (c∗)/dc 6= 0.Innanzitutto, avendo posto ε = σηp, la soluzione subarmonia he erhiamo è (α(t), A(t)),on α(t) = α0(t) + β0 + β̃(t) e A(t) = A0 + B(t), e possiamo sviluppare

β0 =
∑

k≥1

ηkβ
[k]
0 , β̃(t) =

∑

k≥1

ηk
∑

ν∈Z

ν 6=0

eiνωtβ̃[k]
ν , B(t) =

∑

k≥1

ηk
∑

ν∈Z

eiνωtB[k]
ν , (19)per risolvere le equazioni del moto a ogni ordine in η ottendendo





β̃[p+k]
ν =

Φ
[p+k]
ν

iων
+ ω′(A0)

Γ
[p+k]
ν

(iων)2
, ν 6= 0,
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Γ
[p+k]
ν

iων
, ν 6= 0,

B
[p+k]
0 = −

Φ
[p+k]
0

ω′(A0)
,

β
[h+k]
0 = −

1

C
G̃[k](β

[h]
0 , . . . , β

[h+k−1]
0 ),

(20)
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dove Γ
[k]
ν e Φ

[k]
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, (21)e
G̃[k](β
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0 , . . . , β

[h+k−1]
0 ) =

∑

s1≥0
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Qs1,j

∑

m1+...+mj=k
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(22)
dove Qs1,j = σs1Γ

(s1+1,j)
0 , purhé sia �ssato β

[h]
0 = c∗. I oe�ienti β̃[k]

ν e B
[k]
ν per k = 0, . . . , p−1,e β

[k]
0 per k = 0, . . . , h − 1 saranno nulli.A questo punto sriveremo le equazioni riorsive in (20) in termini di alberi on foglie omesegue. Per prima osa rappresentiamo i oe�ienti β̃

[p]
ν , B

[p]
ν e β
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0 ome riportato in Figura 3.
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1

1
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0

2 νν

νFigura 5: Rappresentazione gra�a di eβ
[p+k]
ν , B

[p+k]
ν e β

[h+k]
0 .Assoiamo a ogni linea ℓ un indie di omponente hℓ ∈ {β0, β̃, B} e un momento νℓ ∈ Z,tale he νℓ 6= 0 se hℓ = β̃, mentre νℓ = 0 se hℓ = β0.Possiamo rappresentare ogni fattore β

[ki]
νi , B

[ki]
νi in (21) ome elementi di albero: le linee diogni elemento di albero entrano nello stesso nodo v0 da ui ese la linea di radie.Assoiamo alla linea di radie ℓ0 = ℓv0 un indie di grado δℓ0 = 1, 2, tale he δℓ0 = 1 se

hℓ0 = B, e assoiamo a v0 un ulteriore indie bv0 ∈ {0, 1}, imponendo bv0 = 1 se hℓ0 = β̃ e
δℓ0 = 2, e per hℓ0 = B e νℓ0 6= 0. Chiamiamo rv0 le linee entranti in v0 on indie di omponente
h = β = β0, β̃, e hiamiamo sv0 il numero di linee entranti in v0 on indie di omponente B.Imponiamo he valga rv0 = 0 e sv0 ≥ 2 se bv0 = 0. In�ne assoiamo v0 due indii di modo
σv0 , σ

′
v0

∈ Z e un indie di modo globale νv = pσv + qσ′
v, e imponiamo la legge di onservazione

νℓv0
= νv0 +

rv0+sv0∑

i=1

νℓi
, (23)dove ℓ1, . . . , ℓrv0+sv0

sono le linee entranti in v0.Imponiamo anhe la seguente ondizione sugli indii di ordine:
rv0+sv0∑

i=1

ki = k − p, bv0 = 1,

sv0∑

i=1

ki = k, bv0 = 0.

(24)Assoiamo in�ne a v = v0 un fattore di nodo
11



N ∗
v =





σ
(iσv)

rv∂sv

A

rv!sv!
Fσv ,σ′

v
(A0, t0), hℓv

= β̃, δℓv
= 1, bv = 1, νℓv

6= 0,

σ
∂sv

A

sv!
ω(A0), hℓv

= β̃, δℓv
= 1, bv = 0, νℓv

6= 0,

σ
(iσv)

rv∂sv

A

rv!sv!
Gσv ,σ′

v
(A0, t0), hℓv

= β̃, δℓv
= 2, bv = 1, νℓv

6= 0,

σ
(iσv)

rv∂sv

A

rv!sv!
Gσv ,σ′

v
(A0, t0), hℓv

= B, δℓv
= 1, bv = 1, νℓv

6= 0,

σ
(iσv)

rv∂sv

A

rv!sv!
Fσv ,σ′

v
(A0, t0), hℓv

= B, δℓv
= 1, bv = 1, νℓv

= 0,

σ
∂sv

A

sv!
ω(A0), hℓv

= B, δℓv
= 1, bv = 0, νℓv

= 0,

(25)
dove σ = sign (ε), e alla linea di radie ℓ = ℓv un propagatore

g∗ℓ =





ω′(A0)
δℓ−1

(iωνℓ)δℓ
, hℓ = β̃, B, νℓ 6= 0,

−
1

ω′(A0)
, hℓ = B, νℓ = 0,

(26)in modo tale he se sommiamo su tutti gli indii ammessi dalle ondizioni imposte (srivendo
∑∗ per la somma sugli indii) possiamo rappresentare gra�amente le prime tre equazioni in(21) ome riportato in Figura 5.

= Σ
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1
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[k]
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δ1

δrv

[k1]

[krv ]

[krv+1]

[krv+sv ]

ν1

νrv

νrv+1

νrv+svFigura 6: Rappresentazione gra�a delle prime tre equazioni in (21).I oe�ienti β
[κ]
0 devono essere trattati in modo diverso. Ad ogni modo si dimostra hepossono essere rappresentati gra�amente ome in Figura 6, a patto di imporre le ondizioni12



s1p + (s0 + s′0)h = s + n,

s0+s′0∑

i=1

ki = s0h +

s′0∑

i=1

ki = (s0 + s′0)h + k − h − n,
(27)per un opportuno 0 ≤ n ≤ k − h, on il vinolo he se n = 0 si ha s′0 ≥ 2. Chiameremo ℓi le s′0linee on hℓi

= β0.Assoiamo fattori di nodo e propagatori ome in (25) e (27), eetto per quanto riguarda lalinea di radie (he avrà propagatore g∗ℓ = −1/C) e il nodo da ui la linea di radie ese, heavrà fattore di nodo
N ∗

v =
(iσv)

rv∂sv

A

rv!sv!
Gσv ,σ′

v
(A0, t0). (28)

s +11

s 0

s’
0

Σ
*

=

[k]

0 1[    ]k

k[      ]

β 0 0β 01 1

PSfrag replaements
nodi foglie

Figura 7: Rapresentazione gra�a di β
[κ]
0 .Possiamo quindi iterare le rappresentazioni gra�he sopra �nhé non ompaiono solo nodi efoglie. De�niamo il valore dell'albero θ ome

Val∗(θ) =




∏

ℓ∈L(θ)

g∗ℓ







∏

v∈N(θ)

N ∗
v







∏

e∈E(θ)

N ∗
e


 , (29)denotiamo on Λ(θ) l'insieme delle linee in θ on indie di omponente β0, on N∗(θ) l'insiemedei nodi e on E∗(θ) l'insieme delle foglie e de�niamo ordine dell'albero

k(θ) = p|N∗(θ)| + h|E(θ)| + (h − p − s)|Λ(θ)|. (30)Si dimostra he
β

[k]
0 =

∑

θ∈Θk,0,β0

Val∗(θ), k ≥ h,

β̃[k]
ν =

∑

θ∈Θ
k,ν,eβ

Val∗(θ), k ≥ p,

B[k]
ν =

∑

θ∈Θk,ν,B

Val∗(θ), k ≥ p.

(31)
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