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Lo sopo di questa tesi è desrivere dei metodi numerii adeguati per la risolu-zione di una lasse di problemi parabolii unidimensionali he presentano singolari-tà e/o degenerazioni al bordo (sulla frontiera).Il titolo selto per questa tesi rihiama quello selto per il libro di Lehnigk[16℄ nel quale tuttavia non sono trattati tutti i asi degeneri he si inontranonelle appliazioni. Un titolo forse più adeguato sarebbe stato � Appliazioni etrattamento numerio di equazioni di di�usione degeneri �.Lo studio è stato rivolto in partiolare ad una oppia di equazioni alle derivateparziali parabolihe lineari unidimensionali a oe�ienti variabili, ma indipendentidal tempo t, della forma
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(b(x)v), x ∈ (r1, r2), t > 0, (2)on u = u(x, t), v = v(x, t), −∞ ≤ r1 < x < r2 ≤ +∞, dove la (2) rappresental'equazione formalmente aggiunta della (1).Le equazioni (1), (2), hiamate rispettivamente equazione di Kolmogorov al-l'indietro e in avanti, possono essere viste anhe in termini di proessi stoastii.In questo lavoro però non sono stati analizzati gli aspetti probabilistii dei proessidi di�usione ma piuttosto i siamo interessati alla soluzione numeria dei problemidegeneri e/o singolari desritti dalla (1) e (2).Gli spazi funzionali appropriati in ui de�nire le soluzioni di tali problemi sonosuggeriti dal fatto he nella teoria delle di�usioni, vista in termini di proessistoastii, la (2) desrive l'evoluzione nel tempo della densità di probabilità dellaposizione di una partiella, il ui integrale deve essere periò �nito, mentre la (1) èsoddisfatta dalla probabilità di transizione ome funzione della posizione iniziale.Questo porta a onsiderare la (2) nello spazio delle funzioni integrabili, L1(r1, r2),mentre la soluzione della (1) va vista nello spazio delle funzioni ontinue, C0[r1, r2].Abbiamo assunto a′(x), b(x) ontinui ma non neessariamente limitati nell'in-tervallo (r1, r2). Il oe�iente di di�usione a(x) è inoltre strettamente positivo in2



(r1, r2) on la possibilità he uno o entrambi i oe�ienti a(x), b(x) tendano a zeroo diventino illimitati per x → r+
1 e/o x → r−2 . Si osservi he il dominio spazialepuò essere esso stesso illimitato. Tali problemi sono hiamati singolari o degenerie sono l'oggetto prinipale di questa tesi. Più preisamenteDe�nizione 1. Problemi del tipo (1), (2) sono detti singolari se almeno uno deioe�ienti tende all'in�nito per x → rj j = 1, 2. Il dominio spaziale può essereesso stesso illimitato. Sono hiamati invee problemi degeneri se il oe�ientea(x) tende a zero per x → rj, j = 1, 2. In questo aso l'equazione ambia naturadiventando formalmente iperbolia sul bordo.Il alolo numerio delle soluzioni di tali problemi non è banale a ausa delledegenerazioni e/o singolarità, e non è ompleto �nhé non viene spei�ato seopportune ondizione al bordo devono essere imposte e, nel aso di una rispostaa�ermativa, quali ondizioni esse siano.Per tali problemi, in generale, non è possibile presrivere ondizioni al ontor-no indipendentemente dal omportamento di a(x) e b(x) viino al bordo. Ta-li ondizioni laterali possono essere invee imposte nel aso di bordi `regolari'(seondo la lassi�azione di Feller), dove per x → rj, j = 1, 2, i limiti esistonoautomatiamente per tutte le soluzioni.William Feller, seguendo la linea suggerita da Einar Hille [13℄, si è oupa-to di lassi�are la natura dei punti di frontiera, r1, r2, dalla quale, insieme altipo di dati imposti su essi, dipende l'uniità o meno della soluzione. Tale lassi-�azione deriva dallo studio delle equazioni parabolihe attraverso semigruppi ditrasformazioni.De�nizione 2. De�nendo la funzione

W (x) := exp

{

−
∫ x

x0

b(s)

a(s)
ds

}

, (3)he rappresenta il Wronskiano, de�nito a meno della ostante moltipliativa W (x0),dell'equazione ordinaria assoiata alla (1),
a(x)y′′ + b(x)y′ = 0,3



dove x0 ∈ (r1, r2), i punti al bordo sono lassi�ati da Feller ome segue:
• il bordo rj è regolare se

W (x) ∈ L1(x0, rj) e a−1(x)W−1(x) ∈ L1(x0, rj);
• il bordo rj è di usita se

a−1(x)W−1(x) 6∈ L1(x0, rj) e W (x)
∫ x
x0

a−1(s)W−1(s)ds ∈ L1(x0, rj);
• il bordo rj è di entrata se

a−1(x)W−1(x) ∈ L1(x0, rj) e a−1(x)W−1(x)
∫ x
x0

W (s)ds ∈ L1(x0, rj);
• il bordo rj è naturale in tutti gli altri asi.De�nizione 3. Introduendo la funzione

s(x) :=
1

a(x)
exp

{
∫ x
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b(r)

a(r)
dr

}

, x0 ∈ (r1, r2), (4)de�niamo �usso dell'equazione (1) la funzione
f(x, t) := s(x)a(x)ux = W−1(x)ux.Un'ulteriore lassi�azione dei punti al bordo può essere fatta in ambito proba-bilistio studiando l'equazione parabolia in termini di proessi stoastii, in puntiaessibili e non aessibili:De�nizione 4. Il punto di frontiera rj è aessibile se esiste una probabilità nonnulla he la traiettoria di una data partiella, partendo da un punto interno al do-minio di de�nizione (r1, r2), raggiunga il bordo rj in un tempo �nito. Diversamenteil punto rj si dirà non aessibile.In aordo on la teoria di Feller, i bordi di usita e quelli regolari sono puntiaessibili, mentre i bordi di entrata e quelli naturali sono non aessibili: un pro-esso di�usivo può sia entrare he usire da un bordo regolare; se onsideriamo unbordo rj di usita, partendo da rj è impossibile raggiungere un punto interno b

< rj al dominio, non importa quanto b sia viino al bordo. Questo è equivalente a4



dire he, una volta he il bordo è raggiunto, il proesso termina e nessuna traiet-toria può ripartire da rj, per ui la partiella viene ompletamente assorbita in untempo �nito (barriera assorbente). Un bordo di entrata non può essere raggiun-to da un punto interno al dominio, ovvero la partiella ritorna istantaneamentealla sua posizione iniziale e il proesso ontinua per sempre (barriera ri�ettente),ma è possibile supporre he il proesso abbia inizio da qui; nessun proesso puòmai partire nè raggiungere in tempo �nito un bordo naturale, periò il valore albordo è irrilevante per il proesso. La ondizione al bordo più idonea he deveessere imposta nel aso di bordo naturale è periò quella di �usso nullo (barrierari�ettente).La lassi�azione dei bordi permette quindi di determinare quali ondizionilaterali è possibile imporre nei vari asi per le equazioni di Kolmogorov in avanti eall'indietro. Feller ha stabilito inoltre quando esiste o meno una soluzione unia equando le ondizioni laterali sono neessarie per averla.Seguendo la lassi�azione dei bordi di Feller distinguiamo i seguenti asi:a) Due bordi naturali. In questo aso il problema ai valori iniziali sia per (1) heper (2) è univoamente determinato, rispettivamente negli spazi C0[r1, r2]e L1(r1, r2), senza he ondizioni al bordo debbano essere imposte. Fellerha dimostrato inoltre he la soluzione in tal aso ha �usso nullo ai bordi,periò tali ondizioni al ontorno possono essere presritte. L'uniità dellasoluzione del problema ai valori iniziali in (−∞,+∞) per questo aso era giàstata dimostrata da Hille in [13℄.b) Un bordo di usita e uno naturale. Sia r1 naturale e r2 di usita (o vieversa).Allora il problema ai valori iniziali assoiato alla (1) ha in�nite soluzioni,mentre quello per la (2) ha soluzione univoamente determinata. L'uniasoluzione della (2), he soddisfa la ondizione aWv → 0 per x → r2, è gene-rata senza l'imposizione di ondizioni laterali; queste invee sono rihiesteper avere uniità della (1). Le soluzioni della (1) sono aratterizzate dallaondizione al bordo u(r2, t) = 0 (bordo assorbente).5



) Un bordo di entrata e uno naturale. Sia r1 naturale e r2 di entrata (o vieversa).Allora il problema ai valori iniziali assoiato alla (2) ha in�nite soluzioni,mentre quello per la (1) è univoamente determinato. L'unia soluzione della(1), he soddisfa la ondizione W−1ux → 0 per x → r2, è generata senzal'imposizione di ondizioni laterali; queste invee sono rihieste per averel'uniità della (2). Le soluzioni della (2) sono aratterizzate dalla ondizioneal bordo (a(x)v(x, t))x − b(x)v(x, t)|x=r2
= 0 (bordo ri�ettente).d) Due bordi regolari. Quando uno o entrambi i bordi sono regolari, entrambele equazioni (1) e (2) hanno in�nite soluzioni. Solo presrivendo dei dati albordo la soluzione di entrambi i problemi è univoamente determinata.La soluzione della (1) soddisfa ondizioni al bordo della forma

qj lim
x→rj

u(x, t) + pj(−1)j lim
x→rj

W−1(x)
∂u

∂x
= 0,mentre quella della (2) soddisfa la ondizione

qj lim
x→rj

W (x)a(x)v(x, t) + pj(−1)j lim
x→rj

{

∂

∂x
(a(x)v(x)) − b(x)v(x, t)

}

= 0,per erte ostanti pj, qj.e) Caso generale. Se nessun bordo è naturale esistono due ause di non uniità edovranno essere imposte due ondizioni al bordo.Notiamo quindi he l'equazione (1) e la sua aggiunta formale (2), poihé sonode�nite su spazi funzionali diversi, non presentano le proprietà di regolarità.Proposizione 1. Se entrambi i bordi sono ri�ettenti, ovvero se entrambe le ondi-zioni laterali orrispondono a quelle di Neumann nel aso di bordi regolari, allorala soluzione del proesso di�usivo desritto dalla (1), he esiste ed è unia, assumeun pro�lo ostante nel tempo quando t → +∞.Abbiamo appliato la teoria di Feller a dei asi onreti, he si inontrano inaree diverse: 6



• Nella matematia �nanziaria, per desrivere l'evoluzione del prezzo u(S, t) diun ontratto di un'opzione europea,
ut = S2uSS − (aS − b)uS , 0 < S < +∞, 0 < t ≤ T, (5)dove a, b > 0 sono due ostanti assegnate, basato sul � sottostante � S,he è interpretato ome un proesso stoastio S(t,W ) di mean-reversion,soluzione dell'equazione di�erenziale stoastia

dS = α(L − S)dt + σSdW.Qui L è la � media a lungo termine �, ovvero il prezzo attorno al quale S tendea stabilizzarsi per tempi lunghi, α e γ sono ostanti strettamente positive herappresentano rispettivamente la veloità di mean-reversion e la volatilità delproesso, e W è il moto browniano standard.
• Nella teoria della propagazione ondosa in un mezzo aleatorio dissipativo, perdesrivere l'evoluzione dei momenti del oe�iente di ri�essione omplesso,

ut =
1

4
(1 − ρ2)2uρρ +

[

1

4ρ
(1 − ρ2)2 − 1

2
αρ

]

uρ, 0 < ρ < 1, t > 0, (6)dove α > 0 è il parametro di perdita; la variabile t in questo aso nonrappresenta il tempo ma piuttosto lo spessore della lastra oupato dal mezzoaleatorio.
• Nella teoria della propagazione ondosa in un mezzo aleatorio non dissipativo,

ut = (1 − ρ2)2uρρ +

[

1

ρ
(1 − ρ2)2

]

uρ, 0 < ρ < 1, t > 0, (7)la ui soluzione in forma espliita è riportata nel lavoro di Papaniolaou [19℄,
u(ρ, t) =

2ρ e−t/16

√
2π(t/4)

3

2 (1 − ρ2)2

∫ +∞

1+ρ2

1−ρ2

se−(s2/t)

√

cosh(s) − cosh(1+ρ2

1−ρ2 )
ds, (8)he però risulta essere non meno di�ile da utilizzare in pratia, anhe daun punto di vista numerio, a ausa delle singolarità nell'integrale.7



• Nella biologia, per desrivere l'evoluzione di una grande popolazione di indi-vidui indipendenti il ui tasso di riproduzione non dipende dalla grandezzadella popolazione,
vt = (axv)xx − ((bx + c)v)x, 0 < x < +∞, t > 0, (9)dove a > 0, b e c sono ostanti assegnate.Di ognuna di queste equazioni abbiamo lassi�ato la natura dei punti al bordo.Per l'equazione (5), degenere in S = 0 e singolare in S = +∞, entrambi i bordirisultano essere punti naturali, per ui il problema ai valori iniziali ha un'uniasoluzione senza he si debba imporre aluna ondizione laterale. Ovviamente però,in generale, per potere implementare degli shemi numerii, delle ondizioni sidevono imporre. Le ondizioni al bordo più naturali sono quelle di �usso nullo

lim
S→rj

f(S) = lim
S→rj

(

S0

S

)a

exp

[

−b

(

1

S
− 1

S0

)]

· uS = 0.Per il bordo r1 = 0 abbiamo ritrovato la ondizione di �usso nullo appliandola teoria di Feller all'equazione trasformata soddisfatta dalla derivata prima, uS :derivando la (5) rispetto ad S, ponendo prima v := uS e suessivamente w :=

veat per eliminare il termine potenziale, abbiamo riavato he i punti al bordodell'equazione soddisfatta da w sono entrambi naturali, per ui la soluzione esisteed è unia nella lasse delle funzioni ontinue nell'insieme hiuso [r1, r2], e periò la
w, e di onseguenza la uS, è limitata nell'intorno destro di 0. Poihé il oe�ientedella derivata prima nell'espressione del �usso tende a zero per S → 0 e uS èlimitata, ne segue he il �usso f è nullo.L'equazione (6) è degenere in ρ = 1 e singolare in ρ = 0. Abbiamo eliminatola singolarità on il ambio di variabile x = ρ2. La nuova equazione osì ottenuta

ut = x(1 − x)2uxx + [(1 − x)2 − αx]ux, 0 < x < 1, t > 0,è degenere in entrambi gli estremi. Per entrambe le equazioni il bordo rispettiva-mente ρ = 0 o x = 0 risulta essere naturale, mentre rispettivamente ρ = 1 o x = 18



è di entrata. La lassi�azione di Feller è infatti invariante per trasformazioni.Anhe in questo aso la soluzione del problema è unia e le ondizioni al bordousate per implementare il programma sono, ome suggerito dalla teoria, quelle di�usso nullo.Per l'equazione (7), degenere in ρ = 1 e singolare in ρ = 0, il punto 1 è naturale,mentre 0 è di entrata. Abbiamo osservato he, quando ρ → 1−, l'equazione si riduea ut = 0, potendosi dimostrare he uρ e uρρ sono entrambe limitate. Poihé ρ = 1è un punto naturale, la ondizione al bordo più appropriata è quella di �usso nullo:
limρ→1− f(ρ) = limρ→1− ρuρ = 0. Neessariamente quindi si ha uρ|ρ=1 = 0, ovverola uρ è limitata al bordo. La ondizione laterale in ρ = 1 è periò u(1, t) = cost.Integrando direttamente ut = 0, on l'aiuto del dato iniziale u(ρ, 0) = ρ2N in ρ = 1,abbiamo ottenuto u(1, t) = u(1, 0) = u(ρ, 0) |ρ=1 = 1. Si osservi he sia la (6) hela (7) sono simmetrihe rispetto all'origine per ui uρ|ρ=0 = 0 ed è pertanto leitousare la ondizione laterale di �usso nullo in ρ = 0.L'equazione (8) è degenere in x = 0 e singolare in x = +∞. Mentre il bordo
x = +∞ è naturale e quindi non neessita di ondizioni laterali, il oe�iente didi�usione, annullandosi in x = 0, ha l'e�etto di ambiare il arattere dell'equazionea seonda he sia c ≤ 0, 0 < c < a, oppure c > a. Il bordo x = 0 infatti è regolarese 0 < c < a, di usita se c ≤ 0 e di entrata per c > a. Con la lassi�azione deipunti al bordo per l'equazione (8) abbiamo ritrovato delle proprietà della soluzionegià indiate da Feller nel suo artiolo [8℄.Il prinipale metodo numerio utilizzato è uno shema alle di�erenze �niteimpliito, opportunamente preondizionato, a oe�ienti variabili, on di�erenzein avanti nel tempo e entrate nello spazio (il metodo di Crank-Niolson), de�nitosu una opportuna griglia on un opportuno trattamento al ontorno.Per preondizionare il sistema relativo al problema della propagazione di un'on-da piana in un mezzo aleatorio è stato utilizzata la fattorizzazione inompleta diCholeski, ovvero un preondizionatore P−1 := U−1L−1, dove LU è la fattorizza-zione della matrie A del sistema Ax = b (il termine `inompleta' si riferise al9



fatto he, poihé L−1 e U−1 in generale non risultano essere sparse, si pone ugualea zero ogni termine fuori dalle tre diagonali prinipali). Per il modello �nanziarioè stato utilizzato invee il preondizionatore P−1, dove P := diag(A).Lo shema numerio sfrutta il fatto he un'equazione alle derivate parziali dellaforma (1) può sempre essere sritta in forma
∂u

∂t
= A(x)

∂

∂x

[

B(x)
∂u

∂x

]

=
1

s(x)

∂

∂x

(

s(x)a(x)
∂u

∂x

)

, x ∈ (r1, r2), (10)dove s(x) è de�nita nella (4). A sua volta la (10), on un opportuno ambio divariabili, può essere risritta nella forma onservativa
∂u

∂t
=

∂

∂y

[

c(y)
∂u

∂y

]

, dove c(y) :=
B(x(y))

A(x(y))
, (11)da ui abbiamo riavato, utilizzando il metodo dell'energia, delle stime per dimo-strare la stabilità inondizionata del metodo di tipo Crank-Niolson usato.Abbiamo introdotto la griglia

xj := r1 +

(

j − 1

2

)

∆x, j = 1, 2, ..., N, ∆x :=
r2 − r1

N
, (12)on N intero positivo e ∆x passo di disretizzazione spaziale, in modo tale he

x1 = r1 +
∆x

2
, xN = r2 −

∆x

2
,ovvero i nodi risultano essere tutti interni al dominio di de�nizione. L'approssi-mazione numeria della soluzione u(xj , tn) := u(j∆x, n∆t), dove ∆t è il passo didisretizzazione temporale, è stata indiata on un

j . La disretizzazione di (10) onun'auratezza del seondo ordine nel tempo e nello spazio è data da
sj(u

n+1
j − un

j ) = µ
[

βj+ 1

2

(un+1
j+1 − un+1

j ) − βj− 1

2

(un+1
j − un+1

j−1 ) + βj+ 1

2

(un
j+1

− un
j ) − βj− 1

2

(un
j − un

j−1)
]

, (13)dove j = 2, 3, ..., N − 1, n = 1, 2, ...,M e si è posto µ := 1
2

∆t
∆x2 . Si noti he

x 3

2

= r1 + ∆x e xN−
1

2

= r2 − ∆x; nessuna quantità è stata quindi valutata nei10



punti al bordo singolari x = r1, x = r2. Le ondizioni al bordo di �usso nullo,
s(x)a(x)ux = 0, sono state disretizzate nel modo seguente:

s1(u
n+1
1 − un

1 ) = µ[β 3

2

(un+1
2 − un+1

1 ) + β 3

2

(un
2 − un

1 )] per j = 1, (14)
sN (un+1

N − un
N ) = µ[−βN−

1

2

(un+1
N − un+1

N−1) − βN−
1

2

(un
N − un

N−1)] per j = N. (15)Le equazioni (13)-(15) rappresentano un sistema di N equazioni lineari in N inogni-te. Introduendo la matrie diagonale S,
S := diag(s1, s2, ..., sN ),e la matrie simmetria tridiagonale B,

B :=
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,

il sistema può quindi essere sritto ome
(S + µB)Un+1 = (S − µB)Un. (16)Proposizione 2. La soluzione numeria ottenuta on il metodo tipo Crank-Niol-son sopra desritto, on ondizioni al bordo di �usso nullo, onverge inondiziona-tamente ad un pro�lo ostante quando t → +∞, ome enuniato nella Proposi-zione 1.Con lo shema di Crank-Niolson abbiamo risolto il problema relativo allamatematia �nanziaria e quello della propagazione ondosa, sia nel aso dissipativohe in quello senza perdita di energia. Per quest'ultima equazione però abbiamo11



implementato per il bordo ρ = 0 la ondizione di �usso nullo, mentre per il bordo
ρ = 1 la ondizione u(1, t) = 1 è stata implementata ome

sN(un+1
N − un

N ) = µ[βN+ 1

2

(1 − un+1
N ) − βN−
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2

(un+1
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1

2

(un
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N−1)] per j = N. (17)La matrie B assoiata è periò
B =
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,

e il sistema da risolvere diventa
(S + µB)Un+1 = (S − µB)Un + C, (18)dove C := (0, ... , 0, 2µβN+ 1

2

)T è il vettore dei termini noti, tutti nulli tranne quelloalolato nel nodo N -esimo.Tutti i programmi sono stati sritti in MATLAB. Esattamente ome dimostra-to nella teoria, i gra�i (vedi Figg. 1,2,3) hanno indiato he le soluzioni delleequazioni (5), (6) e (7), avendo in entrambi i bordi delle barriere ri�ettenti, sistabilizzano nel tempo formando un pro�lo ostante.Dopo aver riavato l'equazione soddisfatta dal �usso v := a(x)s(x)ux, di uionosevamo il dato iniziale e le ondizioni al bordo da imporre, si è utilizzato unulteriore programma, sempre basato sullo shema di Crank-Niolson, per mostrarel'andamento del �usso relativo al aso del mezzo aleatorio dissipativo al �ne diveri�are la monotonia della soluzione nell'intorno del bordo x = 1. Infatti, datohe il prodotto a(x)s(x) è de�nito positivo all'interno del dominio, il segno del�usso v fornise indiazioni sul segno di ux e quindi sulla monotonia della funzio-ne u(x, t). 12
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Figura 1: Valore del ontratto di un'opzione europea al tempo iniziale e alla ma-turità T = 6 mesi per prezzi del sottostante x ∈ [0, 100], alolato utilizzando ilmetodo alle di�erenze �nite di Crank-Niolson on N = 1000. Dalla �gura si notahe in un intorno destro di x = 0 la soluzione derese a zero mentre per x grandeil prezzo dell'opzione si stabilizza. Questo fenomeno è ompatibile on il model-lo �nanziario he stiamo analizzando: in un proesso di mean-reversion il prezzodel sottostante x si stabilizza per tempi lunghi attorno ad un valore medio, e dionseguenza anhe il valore dell'opzione tenderà ad assumere valori ostanti.
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Figura 2: Evoluzione nel tempo dei momenti del oe�iente di ri�essione omplessonel aso dissipativo on γ = 1, α = 0.5, N=1000. Come si vede nella �gura,la soluzione derese nel tempo tendendo a raggiungere un pro�lo stazionario,esattamente ome previsto dalla teoria. Per t grandi, quindi, esisterà un valorestazionario orrispondente alla soluzione dell'equazione ordinaria ut = 0. Si notiil omportamento monotono nell'intorno sinistro di x = 1, he è stato onfermatoalolando il segno di ux, risolvendo l'equazione soddisfatta dal �usso.
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Figura 3: Evoluzione nel tempo dei momenti del oe�iente di ri�essione omplessoon dato iniziale u(x, 0) = x2 (γ = 1) e N=1500 nel aso di un'onda he si propagain un mezzo aleatorio non dissipativo. La �gura mostra ome la soluzione pertempi lunghi raggiunge un pro�lo stazionario. Anhe in questo aso troveremoquindi un valore stazionario della u(ρ, t) per t grandi, orrispondente alla soluzionedell'equazione ordinaria ut = 0.
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Un altro approio, proposto in [2℄ per risolvere numeriamente l'equazionesingolare (5), è rappresentato da un metodo semi-spettrale he approssima la solu-zione analitia del problema mediante uno sviluppo in serie di polinomi ortogonali.La lasse usata è quella dei polinomi di Laguerre, suggerita dal fatto he, ponendo
x :=

b

S
, (19)l'equazione (5) si trasforma in

ut = x2uxx + x(a + 2 − x)ux, 0 < x < +∞, 0 < t ≤ T, (20)dove a > 0 è una ostante assegnata, he sritta in forma autoaggiunta diventa
ut =

1

w(x)

[

x2w(x)ux

]

x
=: Au, (21)dove w(x) := xa e−x è la funzione peso dei polinomi di Laguerre. I punti al bordosi sambiano fra loro, ioé lo zero nella (5) diventa l'in�nito nella (20) e vieversa.La natura dei due punti resta invee la stessa, ovvero entrambi i bordi sono anoranaturali. L'equazione (20) si può srivere ome un'equazione di�erenziale astratta,

ẋ(t) = Ax(t), nella quale l'operatore A, è stato espresso in termini di polinomi diLaguerre e nasonde la parte spaziale. Dato he la matrie A assoiata all'operatoregenera un semigruppo ontrattivo, la soluzione è data da
x(t) = etAx0, (22)dove x0 è il dato iniziale. Il metodo numerio proede nel modo seguente: prima ditutto si alolano i oe�ienti dello sviluppo del dato iniziale in serie di polinomidi Laguerre; l'n-esimo oe�iente, x0(n), dato da

x0(n) =

∫ +∞

0
u0(x)Pn(x)w(x)dx,dove Pn(x) è l'n-esimo polinomio di Laguerre ortonormalizzato e l'integrale è alo-lato utilizzando una formula riorsiva. Poi si onsidera il sistema N -dimensionaletronato x(N)(t) = etAN x0, e in�ne si alola il valore del ontratto di opzione16



ome ombinazione dei primi N polinomi di Laguerre,
u(S, t) =

N
∑

n=0

x(N)
n (t)Pn

(

b

S

)

, (23)dove x
(N)
n (t) è l'n-esimo oe�iente del vettore x(N)(t).Tale metodo tuttavia è risultato poo e�iente perhé nell'intorno destro delpunto S = 0, al tempo �nale, la soluzione osilla illimitatamente, ontrariamente aquanto a�ermato dalla teoria di Feller seondo la quale invee la soluzione è (uniae) ontinua nella hiusura del dominio spaziale. Utilizzando invee lo shema alledi�erenze �nite di Crank-Niolson sviluppato in questa tesi, tali osillazioni nonompaiono. Il signi�ato del risultato ottenuto da Bos, Ware e Pavlov è anhegiudiato privo di senso dal punto di vista del modello �nanziario.

Riassumendo, possiamo onludere he molti problemi onreti, ome l'evolu-zione nel tempo del prezzo di un ontratto di opzione europeo, o quello dellaresita di una popolazione, si possono desrivere mediante equazioni parabolihesingolari e/o degeneri he presentano patologie he si possono studiare a partiredalla teoria sviluppata da W. Feller. Questa teoria è stata la base neessaria perlassi�are i punti al bordo e permettere un adeguato trattamento numerio.Lo studio è stato rivolto solo al aso unidimensionale ma si può pensare diutilizzare la teoria di Feller in due o più dimensioni al �ne di mettere a puntoshemi numerii adeguati. Ovviamente in questo aso l'analisi risulterebbe esserepiù omplessa poihé, ad esempio, in un dominio rettangolare del piano, le dege-nerazioni e/o le singolarità potrebbero omparire in più punti di uno o più lati,o potrebbe anhe essere diversa la natura dei vari punti e in partiolare potrebbeessere neessario imporre erte ondizioni in aluni punti del dominio e non in altri.Nello spirito della teoria di Feller si può pensare anhe di risolvere sistemi inuna dimensione spaziale, lineari e omogenei. Un aso he si potrebbe a�rontareforse più failmente è quello dei sistemi triangolarmente aoppiati.17



Uno studio analitio su esistenza e uniità delle soluzioni di equazioni ellittihee parabolihe degeneri in un dominio Ω ⊆ Rn, aperto, limitato e onnesso, è statoondotto reentemente da M.A. Pozio, F. Punzo e A. Tesei [21℄. In tale artiolo sidesrive quando debbano essere imposte delle ondizioni al ontorno ma non quali,per ui il problema numerio, he neessita di dati al bordo per poter implementareun algoritmo, non viene a�atto a�rontato.
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